25

O desenvolvimento de uma situacio didatica no ensino do Triedro de
Frenet por intermédio da Engenharia Didatica e uso do software
GeoGebra'

Didactic Engineering for the development of a didactic situation in teaching
the Frenet Trihedron using GeoGebra software

https://doi.org/10.23925/2237-9657.2025.v14i1p025-043

ANA CARLA PIMENTEL PAIVA?
https://orcid.org/0000-0001-5801-9562

FRANCISCO REGIS VIEIRA ALVES?
https://orcid.org/0000-0003-3710-1561

HELENA MARIA DE BARROS CAMPOS*
https://orcid.org/0000-0003-2767-0998

RESUMO

Este estudo foi conduzido como parte de uma pesquisa de mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica, com foco na
formagdo de professores. O objetivo foi integrar as novas tecnologias ao ensino de Matemdtica de nivel superior,
utilizando o software dindmico GeoGebra. A inten¢do ao empregar essa ferramenta foi proporcionar uma visualizagdo
mais clara de um assunto presente nas disciplinas de Calculo de Varias Variaveis e Geometria Diferencial, o Triedro de
Frenet, afim de facilitar a compreensdo dos conceitos matemdticos abstratos presentes nesse topico matematico. Neste
artigo, descreveremos como utilizamos o GeoGebra no ensino do Triedro de Frenet, adotando a metodologia de pesquisa
conhecida como Engenharia Didatica (ED). A ED nos ajudou a compreender a origem desses conceitos matemdticos e
os obstaculos epistemologicos encontrados, permitindo-nos aplicar e executar uma abordagem didatica que facilitasse
a assimilacdo desse conteuido pelos alunos.

Palavras-chave: GeoGebra ; Geometria Diferencial; Triedro de Frenet; Engenharia Diddtica.

ABSTRACT

This study was conducted as part of a master's degree research in Science and Mathematics Teaching, focusing on teacher
training. The objective was to integrate new technologies into higher-level Mathematics teaching, using the dynamic
GeoGebra sofiware. The intention in using this tool was to provide a clearer visualization of a subject present in the
Calculus of Multiple Variables and Differential Geometry disciplines, the Frenet Trihedron, to facilitate the
understanding of the abstract mathematical concepts present in this mathematical topic. In this article, we will describe
how we use GeoGebra to teach the Frenet Trihedron, adopting the research methodology known as Didactic Engineering
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(DE). ED helped us understand the origin of these mathematical concepts and the epistemological obstacles encountered,
allowing us to apply and execute a didactic approach that facilitated the assimilation of this content by students.

Keywords: GeoGebra, Differential Geometry; The Frenet Trihedron; didactic engineering.

Introducao

A origem da metodologia de pesquisa Engenharia Didatica — ED, ocorreu nos anos 80, da
necessidade de concretizar os ideais e pressupostos de investigacdo da Didatica da Matematica Francesa.
A Didatica da Matematica - DM refere-se a uma area da ciéncia que estuda o processo de transmissao e
aquisi¢do de diferentes contetidos no ensino basico e universitario, propondo-se a descrever e explicar os
fendmenos relativos ao ensino e a aprendizagem especifica da Matematica (Douady, 1985).

Conforme Paiva (2019), o enfoque da Didatica da Matematica era responsavel pela construgdo e
desenvolvimento de conhecimentos, de modo a oferecer elucidacdes as formas de transmissdo de
conceitos e teorias matematicas, assim como meios de previsdo e analise de situagdes relacionadas aos
fendmenos de transmissdo do saber matemadtico, baseados na epistemologia desse conhecimento
matematico.

Enquanto a ED refere-se uma metodologia especifica de pesquisa e intervengdo dentro da Didatica
da Matematica. A ED se caracteriza por ser um processo sistematico e iterativo que envolve a concepgao,
experimentacao e analise de situagdes de ensino(Alves, 2016a).

Por essa razdo, a ED oferece uma abordagem estruturada e eficaz para o ensino do Triedro de Frenet,
possibilitando a constru¢do de um ambiente de ensino e aprendizagem que conecta teoria e pratica. Por
meio das etapas da ED — analise preliminar, concep¢do, experimentacdo e validagdo, € possivel
desenvolver atividades que explorem as propriedades geométricas e diferenciais das curvas no espago,
promovendo uma compreensao aprofundada dos vetores tangente, normal e binormal, bem como das
nogdes de curvatura e tor¢ao.

Apesar do estudo do Triedro de Frenet ser fundamental na Matematica Aplicada, especialmente em
areas como fisica, engenharia e computacao grafica, pois fornece uma base tedrica para compreender o
comportamento geométrico de curvas no espaco tridimensional. A literatura académica revela uma
escassez de trabalhos que explorem o triedro de Frenet de forma aprofundada, especialmente no contexto
do ensino. Portanto, abordagem didatica ¢ pouco desenvolvida, dificultando a transposi¢do dos
conhecimentos teéricos para praticas pedagogicas acessiveis.

De modo a exemplificar, podemos citar que em Batista (2011), Coimbra (2008), Resende (2017),
os autores se dedicam ao estudo de conceitos matematicos relacionados a curvas, apresentando teoremas,
definicdes e exemplos. Contudo, esses estudos ndo demonstram qualquer preocupagdo com o ensino da
Geometria Diferencial, tampouco oferecem abordagens didaticas ou perspectivas diferenciadas em
relacdo aos livros tradicionais da area.

De forma semelhante, Faria (2017) realiza um estudo dos conceitos matematicos ligados a curvas
e superficies, mas sem abordar os desafios relacionados a aprendizagem desses conteudos. Assim, €
possivel identificar uma ampla gama de trabalhos que se concentram exclusivamente nos fundamentos
matematicos desse campo, deixando em segundo plano questdes pedagdgicas ou dificuldades especificas
enfrentadas pelos estudantes.
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Essa lacuna pode ser atribuida a complexidade dos conceitos envolvidos, como curvatura, tor¢ao e
a interpretacao geométrica dos vetores tangente, normal e binormal, que frequentemente exigem um nivel
avangado de abstracdo e conhecimento prévio em calculo diferencial (Paiva, 2019). O triedro descreve a
orientacdo local de uma curva, e os conceitos de curvatura e tor¢ao, que caracterizam suas propriedades
intrinsecas. Essas ferramentas sdo essenciais para analisar trajetorias em sistemas dinamicos, projetar
caminhos em robdtica ou estudar a deformagao de estruturas.

No entanto, o contetido apresenta dificuldades significativas para os estudantes, como a abstracao
que envolvem os conceitos, a defini¢do e interpretagao da tor¢ao e da curvatura, que pode ser desafiadora,
especialmente sem visualizagcdes adequadas. Além disso, a manipulagdo das equacdes diferenciais
associadas as curvas e a compreensao da inter-relacdo entre os vetores do triedro exigem habilidades
analiticas avancadas. A auséncia de recursos didaticos interativos e o enfoque excessivo na formalizacao
teorica, sem aplicagdes praticas, também podem dificultar a aprendizagem. Por isso, estratégias
pedagdgicas que integrem tecnologia e visualizagdo sdo essenciais para superar essas barreiras (Paiva,

2019).

Assim, apresenta-se esse conteildo matemadtico utilizando ferramentas como o GeoGebra, os
estudantes podem visualizar e manipular curvas tridimensionais, favorecendo a interpretacdo geométrica
dos conceitos e a resolucao de problemas praticos. Assim, a ED contribui para o desenvolvimento de
estratégias didaticas que potencializam a aprendizagem significativa e interdisciplinar do triedro de
Frenet.

Portanto, propdem se a apresentar o conteido Triedro de Frenet de modo mais interativo com o
intuito de favorecer a compreensao do assunto, por meio de uma transposi¢ao didatica, isto ¢, readaptacao
do ensino cientifico para o saber da matematica a nivel superior, apoiada na visualizagdo, com amparo na
tecnologia, especificamente, no GeoGebra, que auxilia como suporte metodologico.

Prosseguiremos, com a exploragdo, de modo detalhado nosso quadro de referencial tedrico,
detalhando a nossa metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica, detalhando as suas fases,
explicitando as fases para a elaboragdo das situacdes didaticas.

Fundamentacao Matematica do Triedro de Frenet
A definicdo matematica de curva diferenciavel, serd a de uma aplicagdo diferenciavel:
a:I—-R" de classe C%,

ou seja, uma curva em que podemos derivar quantas vezes desejarmos, em que I € um intervalo
aberto da reta.

Em coordenadas cartesianas, se t€m o(t) = (x4(t), ..., x, (t)), em que a varidvel t € I ¢ dita pardmetro
da curva, e o subconjunto dos pontos de R" de a(t) é chamado trago da curva (Paiva e Alves, 2018). Por
simplicidade notacional, trataremos curvas diferenciaveis apenas por curvas.

Além disso, determinaremos que uma curva & : I - R", a (t) = (x1(t), ..., xn(t)) sera considerada
regular quando V t € R temos que a'(t) # 0. Estabeleceremos também que uma curva esta parametrizada
pelo comprimento ¥t € I , o comprimento do arco, norma dessa curva ¢ unitaria, ou seja |a'(t)| = 1,

em que |’ ()] =[x, ()] + -+ [x, (O] .

Prosseguiremos nosso estudo, definindo o vetor tangente a uma curva o em t, como T(t) =
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a'(t) = (x,'(t),...,x,," (t)), e ovetor tangente unitario a @ em t como

T
L® ="y
onde [T(®)] = |2’ @) = | ('@, ., %/ )] = VB OF + -+ b OF.

Veja que, se temos uma curva ppca o vetor tangente coincide com o vetor tangente unitario pois
como |a'(t)| = 1, temos que o vetor tangente unitario dado por
T(t T(t
T =15 = m = TO.
Compreendemos ainda que, se um vetor X possui norma |X| constante, entdo X (t) é perpendicular
a X(t),paratodo t € I c R. Dessa forma, tomando uma curva ppca, visto que T(t) tem norma 1, temos
que T'(t) ¢ perpendiculara T(t) . Posteriormente, a autora define como vetor normal em uma curva ppca

em R3 tal que k(t) > 0, o vetor N(t) = % (Teneblat,2008).

Portanto, ao contrario do que realizamos no espago de dimensdo 2, para encontrarmos acurvatura
em uma curva R3, somente regular, devemos inicialmente realizar uma operagdo intitulada mudanca
de parametro. Na Figura 1, mostraremos a representacdo de um esquema deuma reparametrizagao pelo
comprimento do arco.
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Figura 1:Sistematizag¢do do processo de reparametriza¢do de uma curva plana desenvolvido por Teneblat(2008)
Fonte: Teneblat (2008, p.37)

Sejam a(t), t € I, uma curva regular de R3, definiremos a fung¢do comprimento de arco da

curva a(t) a partir de um ponto to como a fungdo s(t), estabelecida pela expressédo:

fttlla’(t)ldt

0

Desse modo, se tivermos « : I — R3 uma curvaregulare s : [ - s(I) € R afung¢do comprimento
de arco de a a partir de to. Entdo,sempre existe a fungdo inversa h de s, definida no intervalo aberto | =
s(I), e f = a o hrepresenta uma reparametrizagdo de a , onde [ esta parametriza pelo comprimento de
arco — ppca , sendo importante evidenciar que a fun¢do composta f = a o h € uma curva regular de R3
que apresenta o mesmo trago de a.

(c2)_© _levista do Instituto GeoGebra de Sio Paulo, v.14, n. 1, p. 025-043,2025- ISSN 2237-9657



29

De agora em diante, prosseguiremos o nosso estudo com curvas regulares empregando
situagdes que propiciem uma visualizagdo satisfatéria desses conceitos, com o auxilio do GeoGebra.

Utilizando esse posicionamento como um alicerce para a razao da utilizacdo de curvasregulares,
Teneblat (2008, p. 34) afirma:

Para o desenvolvimento da teoria local das curvas € preciso que exista a reta tangente a uma
curva o para cada valor do parametro t, para isso ¢ suficiente que o vetor tangente a o seja
nao nulo para todo t, ou seja, as retas tomadas tém que ser regulares.

A titulo de exemplificagdo, foi desenvolvido no software GeoGebra com o intuito de auxiliar o
entendimento o processo reparametrizagao pelo comprimento de arco de uma curva, a reparametrizagao
de uma hélice circular cuja expressdo S(t) = (cos(t), sen(t), t) e e consequentemente comprimento de

arco |B'(t)] = V2.

A fungdo comprimento de arco da hélice em questdao ¢ dada por s(t) = [t N2dt =2 t , assim se
adota na opera¢do mudanca de parametro h(s) = S / NG

reparametrizando a curva pelo comprimento do arco e encontrando a expressao:

()= cos (5).sen (). 35)

. as—cosﬁ,senﬁ,ﬁ .
Na figura 2, dispomos da representagao da hélice pela Curva B(t) e sua respectiva
reparametrizagdo a Curva a(s).

Curva B(¢) Curva als) Sobreposicio das curvas

B(t) e afs)

-
-

— ~
——

Figura 2: Representago da conservacao do trago da curva ap6s uma reparametrizacao pelo comprimento de arco.
Fonte: Paiva(2019,p.71)

Note, que a visualiza¢dao desenvolvida na Figura 2, permite verificar a existéncia da igualdade do
trago dessas curvas B(t) € a(s), e o dinamismo do programa ainda permite realizar a sobreposi¢do entre
essas curvas e assim verificar que qualquer ponto curva B(t) pertence a a(s)e viceversa nos fornecendo
assim a comprovacao visual do teorema.

Triedro de Frenet
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Para a defini¢do e estudo do Triedro de Frenet, utilizaremos uma curva regular diferencialem R3 ,
parametrizada pelo comprimento do arco. Portanto, trazemos @ memoria que uma curva em R3 estd
parametrizada pelo comprimento do arco quando |a'(t)|=1.Isto ¢,

ld®=1x®O+y® + 2Ol =X ®]2 + [y®]2 + [Z(D]2= 1.

Além disso, empregaremos a defini¢do de a curvatura de a em s, denotada por k(s) , como uma
fung¢do dada por: k(s) = |a"(t)|. Mendes (2007, p.2) expressa uma concepgdo sui generisda nogao
geométrica de curvatura k(s) no espago vetorial real de dimenséo trés como “uma medida da variagdo
de a'(t), ou seja, é a velocidade com que as retas tangentes mudam de dire¢ido”.

Retomando no entendimento de Teneblat (2008) para retratarmos as nocdes algébricas de vetor
tangente, normal em R3, ¢ importante salientar que por admitirmos que a curva ¢ ppca, nao se faz
necessarios distinguirmos o vetor tangente unitario do vetor tangente, pois como visto anteriormente
nesse caso tais vetores ndo apresentam distingao:

T(s) = as) = (x(s),y (), 2 (s)) .

Assim, designaremos o vetor unitario ortogonal a T(s) como vetor normal a curva o em s,

T'(s)
k(s)®
Por fim, definiremos um outro vetor existente nessa dimensdo, intitulado vetor binormal a o em s,

gerado pelo produto vetorial de T(s) e N(s):
B(s) = T(s) X N(s)
Observe que a norma do vetor binormal € unitaria, |B(s)| = 1, pois T(s) e N(s)sdo vetores
unitarios. Prosseguindo, derivando tal vetor obtemos que < B(s), B'(s) > = 0 ¢ que
B'(s) =T'(s) X N(s) + T(s) X N'(s).
Como ponderamos anteriormente T'(s) x N(s) = 0, dado que o angulo entre esses vetores ¢ nulo,
por conseguinte

expressando na seguinte formula N(s) =

B'(s)=T(s) x N'(s),
inferindo assim que B'(s) € ortogonal a T(s). Isto €, B'(s) corresponde ao produto de N(s) por um
numero real.

Representaremos tal nimero real por r(s) , denominando o for¢do da curva em s. A nogaointuitiva
referente ao conceito de tor¢ao pode ser expressa como a medida de quanto uma curva seafasta de um
determinado plano. Além disso, vale salientar que a equacao da tor¢do também podeser apresentada na
forma:

r(s) = < N'(s),B(s) >.

Teneblat (2008, p.67) demonstra por meio de uma reparametrizacao pelo comprimento doarco
que dada a : I = R3 uma curva regular de pardmetro t, podemos estabelecer que a for¢do da curva
em t, pode ser representada pela expressao:

_<d@®xa®),a’ () >
") = i ora oF
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O referencial ortonormal composto pelos vetores T(s), N(s), B(s) denominado Triedro de
Frenet determina trés planos: o Plano Osculador que ¢ o plano formado pelo vetor tangente e o vetor
normal, o Plano Normal ¢ o plano formado pelo vetor normal e o vetor binormal, e o PlanoRetificante
¢ plano formado pelo vetor binormal e o vetor tangente. A seguir, apresentaremos umesquema de
uma curva de uma superficie e o Triedro de Frénet-Serret, proposto por Teneblat(2008,p.63), na
figura 3.

b(s)
A

plano normal
plano retificante

i
H
i
i
{
i
:
i
i
i
i
i
3
i
1
H

} = nis)
/] z{s)

| plano osculador

Figura 3: Representacao do Triedro de Frenet-Serret proposto por Teneblat (2008) em uma curva regular ppca
qualquer
Fonte: Teneblat (2008, p.6)

A fim de estabelecer um melhor entendimento do comportamento desses vetores e do triedro de
Frenet, desenvolvemos uma visualizacao de tais conceitos por meio do sofiware GeoGebra, explanando
na imagem 4, em uma curva representada pela expressio a(t)= (2 — cos(t), sen(t), _t/3 S en(t))'

DIy L | Q

x

€2 Thedro deFrenet - Geoliebra o ‘

s
!

Figura 4: Representagdo do Triedro de Frenet na curva curva a(t) = (2 — cos(t), sen(t), _t/3 sen(t) )
Fonte:Paiva(2019,p.85)
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Note que por meio do software, o aluno tem a oportunidade de analisar a curvas de diferentes
orientacdes e observar a variagdo dos vetores pertencentes ao Triedro de Frenet, e dos respectivos planos
gerados por eles, na representa¢do da curva anterior, em que o plano retificanteesta representado na cor
rosa, o plano osculador na cor amarela, por fim o plano normal na cor azul, como se pode observar na
Figura 5.

1 Triedro de Frenet - Geeliebra ™ §] * |
P A P I T u g 4 f 3 . =,
R @ - Pded@d@ L 4 2=
- e ¢
v=02
J olarg rechificanta
J.p!:"'l-:l eacutador
.v’l ano narmal

Figura S:Representacdo dos planos resultantes do Triedro de Frenet, plano osculador(amarelo), retificante(rosa) e
normal(azul)
Fonte: Paiva (2019. p.86)

Evidencia-se que os vetores retratados nessa secdo pertencem a um referencial ortonormalde
R3, por conseguinte relacionam-se por meio de combinagdes lineares retratadas através de equagdes
que serdo apresentadas na subse¢do subsequente.

Equacio de Frenet para curvas

Sejaa: 1 € R — R3uma curva regular parametrizada pelo comprimento do arco e tal que
k(s) >0,V s€l, levando em consideragdo que o triedro de Frenet da curva a em s é um referencial
ortonormal de R3 , iremos obter os vetores T'(s) , N'(s), B'(s) como combinagio linear de T(s),
N(s), B(s). Nas subsecOes anteriores, assinalou-se as seguintes relagdes:

{ T'(s) = k(s).N(s)
B'(s) = r(s).N(s)

Desse modo, elaboraremos uma expressdo associada a N'(s), advindo que o vetor normal em um
determinado ponto pode ser obtido como produto vetorial entre os vetores binormal e tangente nesse ponto
(N(s) = B(s) X T(s)). Ao derivarmos tal relagdo, dispomos :
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(N(s) = B(s) X T(s)) = N'(s) = B'(s) XxT(s) + B(s) X T'(s)

Repare que podemos substituir as relagdes desenvolvidas anteriormente para T'(s) e B'(s),
obtendo N'(s) = (r(s) .N(s)) X T(s) + B(s) X (k(s).N(s)) .

Devido a orientagdo do referencial de Frenet ¢ a definicdo dos vetores binormal
(B(s) =T(s) X N(s) ) e tangente (T(s) = N(s) X B(s) ), encontramos a ultima relagio :
N'(s) = —r(s).B(s) — k(s).T(s).
Procedimento Metodologico

Analisando os obstaculos relativos ao processo de ensino do Triedro de Frenet, devemos analisar a
natureza dos objetos e processos matematicos, de per si, podem proporcionar entraves ebloqueios ao
ensino (Alves, 2016a).

O entendimento de tais bloqueios, ¢ sistematizada pelo filosofo Gaston Barchelard (1884 — 1962),
que os denomina como obstaculos epistemologicos. Segundo o filésofo esses obstaculosse tratam de
elementos que pode retardar, e mesmo impedir um processo de entendimento do estudante submetido a
uma acao intencional de ensino (Bacherlard, 1995).

Sistematizacio prevista pela Engenharia Didatica no Triedro de Frenet - TDF

A Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa, na visdo de Douady (1995, p.62) designa
“um conjunto de sequéncias de classes concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira
coerente, por um professor-engenheiro, como fim de realizar um projeto de aprendizagem para uma
populagdo determinada de alunos”.

Em consonéncia Vieira, Alves e Catarino (2021) definem a ED como “um esquema experimental
baseado em realizac¢des didaticas em sala de aula, isto €, na concepg¢ao, realizacdo, observagao e analise
de sessoes de ensino .

Ainda conforme os autores, a metodologia caracteriza-se também como pesquisa experimental
pelo registro em que se situa e modo de validag@o que lhe sdo associados: a comparacao entre as andlises
iniciais e finais da pesquisa, denominadas de analises a priori e analises a posteriori. Tal tipo de validagao
¢ uma das singularidades dessa metodologia, que pode ser feita internamente, sem a necessidade de
aplicagdo de um pré-teste ou de um pods-teste.

Devemos ressaltar que a ED pode classificar-se em duas tendéncias, a Engenharia Didatica
classica, ou Engenharia de 1* geragdo, cujo interesse maior se “revelou pela modelizacdo das atividades
do estudante, seu progresso de aprendizagem e os elementos classicos perspectivados no triangulo
didatico indicado por: estudante — professor — conhecimento”(Alves,2018b, p.49).

Em consonancia, Almouloud (2012) declara que a tendéncia inicial da ED, tinha por objetivo a
elabora¢do e o estudo de uma proposta de uma transposicdo didatica para o ensino, sendo essa
transposicao didatica o objetivo principal da pesquisa. Mas, ao mesmo tempo, estudavam-se, também,
outros fendmenos didaticos mais gerais que permitiam enriquecer ¢ ampliar os quadros tedricos em
construcao.

Contudo, percebeu-se em tal tendéncia, determinadas insuficiéncias que foram apontadas e
discutidas pelos didatas da Matematica, correspondentemente ao papel e a atividade do professorde
Matematica, acarretando o desenvolvimento de uma nova tendéncia, sob o viés da ED, todavia,intitulada
Engenharia Didatica de 2* geragdo ou Engenharia Didatica de Formacdo - EDF (Alves,2018a).
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Segundo Almouloud (2007), essa nova tendéncia, tem como objetivo o desenvolvimento de
recursos (ou objeto de aprendizagem) para o ensino regular, ou a formagao de professores.

Assim, tendo em vista que a nossa atencdo maior sera dedicada a um publico particular de
professores em formagdo continuada, delimitamos que adotaremos os pressupostos de umaEngenharia
Didatica de 2* geracdo. Em relagdo a sistematizagdo prevista pela ED, estabelecemos que a mesma ¢
composta por quatro fases: andlises prévias, analises a priori, experimentacao, analise a posteriori e
validagdo, que serdo apresentadas nas subsec¢des a seguir.

Analises prévias

Na primeira fase da ED, as analises prévias, o pesquisador determina as principais dimensoes que
definem o problema a ser estudado e como se relacionam com o sistema de ensino, por exemplo: as
dimensdes epistemoldgicas, cognitivas e didaticas (Almouloud,2007).

De forma mais sucinta, na perspectiva de Artigue (2002), Alves (2018,b,p.13) descreve que a
dimensao epistemolodgica abrange as “caracteristicas do saber”, a dimensdo cognitiva explora “as
caracteristicas cognitivas do publico alvo” e por fim a dimensao didatica que averigua “as caracteristicas
relacionadas ao funcionamento do sistema de ensino”.

Desse modo, investigamos a génese do campo epistémico matematico de Triedo de Frenet:

- TDF e os respectivos conceitos matematicos desse campo, na andlise epistemologica, para a
previsao das possiveis concepcdes dos alunos , na analise cognitiva, e a adaptagdo dos conceitos
cientificos do Triedro a um saber da matematica a nivel supeior, na analise didatica.

Nesta analise preliminar pode ser feita uma revisdo bibliografica envolvendo as condicdes e
contextos presentes nos varios niveis de producao didatica e no ambiente onde ocorrerd a pesquisa, assim
como uma andlise geral quanto aos aspectos histdrico epistemologicos dos assuntos do ensino a serem
trabalhados e dos efeitos por eles provocados, da concepcao, das dificuldades e obstaculos encontrados
pelos alunos dentro deste contexto de ensino.

Concepcio e analises a priori

Na segunda fase da ED, as analises priori, o pesquisador deve elaborar e analisar uma sequéncia
de situagdes didaticas com a finalidade de responder as questdes e validar as hipdteses suscitadas na fase
anterior (Almouloud, 2007). Na concepcao de Brousseau (1986), o desenvolvimento dessas situagdes
debe ser andloga aquela que originou o conhecimento, de modo que a aprendizagem dos sujeitos agentes
(os alunos) ocorre por adaptagao, assimilagdo e equilibragao.

De forma consoante, Almouloud (2007, p. 174) esclarece a formulagao dessas situagdes didaticas,
atestando que o pesquisador deva conceber “situacdes-problema de modo a permitir “ao aluno agir, se
expressar, refletir e evoluir por iniciativa propria, adquirindo assim novos conhecimentos”.

Assim devemos realizar uma analise matematica do contetido matematico explorado, para que
possamos identificar os métodos , estratégias de resolugdo em cada situagdo, caracterizar os
conhecimentos e saberes matematicos prévios necessarios para que o aluno consiga responder a situagao-
problema(Dos Santos, 2017).

Experimentacio

Experimentagdo pode ser definida como a etapa que em ocorre a aplicagdo da sequéncia de
situacdes didatica, ou seja, ¢ a etapa para garantir os resultados praticos com a andlise teorica
(Almouloud, 2007).

Assim, € nessa etapa que ¢ colocado em pratica todo o dispositivo planejado no momento anterior,

(c2)_© _levista do Instituto GeoGebra de Sio Paulo, v.14, n. 1, p. 025-043,2025- ISSN 2237-9657



35

na andlise a priori. Nessa fase, o professor deve apresentar os objetivos da pesquisa e deixar claras as
condi¢des para a realizagdo do trabalho, estabelecendo assim um contrato didatico (Almouloud, 2007).
Analise a Posteriori e Validacao

A etapa denominada andlise a posteriori ¢ a validagdo se refere ao tratamento das informagdes
obtidas por ocasido da aplicacdo da sequéncia didatica, a etapa em que ocorreu efetivamente a fase
experimental da pesquisa (Almouloud, 2007).

Nessa etapa meio desse tratamento de informagdes, obtemos uma confrontagdo com as hipdteses
desenvolvidas na analise a priori, permitindo a “interpretacdo dos resultados e em que condig¢des as
questoes levantadas foram respondidas” (Pommer, 2013, p.26). Assim, por meio dessas informagdes
coletadas podemos averiguar se tais hipdteses ocorrem e quais “sdo ascontribuigdes para a superacao do
problema, caracterizando a generalizagdo local que permitird avalidagdo do objetivo da pesquisa”
(Pommer, 2013, p.26).

Por essa razdo nossa opcao conceptual para a elaboracdo da sequéncia didatica prevista para a
segunda fase da ED. Além disso, empregamos a Teoria das Situagdes Didaticas - TSD, devido a sua
estrutura para a elaboracdo de situagOes didaticas, que especificaremos mais adiante. Ademais,
destacaremos a existéncia de uma vasta literatura que relacionam que a TSD e a ED, evidenciando que
essa complementariedade que pode possibilitar a ruptura de determinados formatos de ensino
(Alves,2016b).

Teoria das Situacoes Didaticas

A Teoria das Situagdes Didaticas foi concebida pelo educador matematico Guy Brousseaucom o
intuito de aplicar situacdes ditas identificaveis (naturais ou didaticas) para modelar, de umamaneira geral,
o processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matematicos, considerando as especificidades dos
conteudos (Almouloud, 2007).

A TSD desenvolve formas de apresentacdo de determinado contetido matematico, com a utilizagao
de situacdes didaticas planejadas, na compreensdo da existéncia de um Triangulo Didatico composto pelo
aluno - professor - saber, e suas dindmicas e complexas relagdes (Batista,Barreto e Sousa (2021).

Conforme Brousseau (2008, p. 20) podemos definir como “um modelo de interacdo de umsujeito
com um meio determinado”, que pode ser realizada através de um desafio ou qualquer tipo de dispositivo
criado para que o aprendizado ocorra de forma efetiva.

Além disso, Brousseau (2008) defende que para que ocorra o entendimento por parte do aluno deve
existir uma interagdo entre o aluno e o conhecimento, a denominada situagdo didatica, que ocasiona a
apreensao do conhecimento. Assim, a situacao didatica ¢ caracterizada por “um modelo de interacao de
um sujeito com um meio determinado” (Brousseau, 2008, p.20). A partir disso, os autores Batista, Barreto
e Sousa (2021), afirmam que essa teoria:

[...] priorizou a agdo do estudante como produtor de seu conhecimento matematico, enquanto
enfatizou o papel do professor como o responsavel por criar o meio adequado, com condigdes
para que os alunos, a partir de seus conhecimentos e experiéncias prévias, apropriem-se dos
conceitos matematicos. (Batista, Barreto e Sousa, 2021, p. 579).
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Conforme Brousseau (2008) as situagdes de ensino devem ser elaboradas pelo professor para
que o aluno seja capaz de construir e se apropriar do conhecimento. O processo de assimilagaodos
conceitos por meio da TSD ¢ dividido em dialéticas que podem ser modeladas de acordo comas
situagoes de acdo, formulacdo, validag¢dao e institucionalizagdo, possibilitando a aprendizagem do
aluno. Deste modo, podemos sintetizar como ocorre cada uma dessas situagdes, conforme
explanado na Figura 06.

Teoria das Situacdes Didaticas \

Momento em que o aluno tém a oportunidade de interagir
com meio e tomar decisBes para organizar estratégias paraa
solugfo do problema exposto (Brousseaun, 2008).

L it}
As interagdes existentes em determinada atividade proposta,
Aclio tal situagio & caracterizada pela troca de saberes entre alunos
que serfio emissores ou receptores, essa transferéncia de
mformacg@es pode ser expressa, por meio de imensagens
escritas ou oras (Picells, 2010).

Formulagdo

v |

e o Validagdo Q m_m_nento em que o alum_) deverd convencer os demais
patticipantes sobre a veracidade ou ndo dos argumentos
apresentados 4 solugfo do problema, desenvolvendo a fase
Institucionalizagio denominada de validagfo (Brousseau, 2008).

O momento em gque o docente reassume o seu compromisgo, realizando uma
discussdo da situagdo diditica executada, retormando “a posigdo de agente condutor do
processo mvestigativo™(Alves,2018a, p.67). Nessa fase espera-se do aluno ou grupo
de alunos assuma o significado de um saber que foi elaborado por ele mesmo ao
longo das fases anteriores.

Figura 06: Descricao das quatro fases da Teoria da Situag¢do Didatica
Fonte : Paiva ¢ Alves(2023, p.6)

A partir do exposto, na figura 6, presentes nas dialéticas, percebemos que o aluno vivencia
diretamente a constru¢do do seu conhecimento. Assim, confirmamos a predile¢do da TSD as
necessidades deste trabalho e que serd necessaria para o momento de analise de dados.

Concepcao e Analise a priori dos conceitos das Situacoes Didaticas

Nessa se¢do apresentaremos a aplicacao da segunda fase da ED, em que elaboramos e analisamos
uma sequéncia de situagdes problema, as situacdes didaticas, que envolvem osconceitos basilares de
curvas e incipientes de superficies. Para efeito de maior sistematizagdo, assumiremos que uma situacao
problema envolve “a escolha de questdes abertas ou fechadas numasituagdo matematizada ou menos
matematizada, vinculada a um campo de problemas colocados em um ou varios dominios do saber”
(Almouloud, 2007, p. 174).

Ainda no campo de saberes referenciados por Almouloud (2007, p.174), é possivel, tendoem
vista o nivel elementar da Matematica, considerar situagdes “menos matematizada”. Entretanto,
em nosso caso, 0 modelo matematico condiciona, fortemente, todas as estratégias e acdes e
decisoes dos aprendizes.
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De forma mais sucinta, 0 nosso campo epistémico matematico, pertencente a um corpus teorico-
formal, implica em fortes condicionantes derivados da propria construgdo/demonstragdo e descricdo dos
conceitos de TDF.

Para a elaboragdo dessas situag¢des didaticas, levaremos em consideracdo, com vistas a estruturagao
das situagdes-problema, algumas caracteristicas apontadas por Almouloud (2007): que as situacdes devem
contemplar um campo conceitual em que se deseja efetivamente explorar;os conhecimentos antigos nao
devem ser suficientes para a resolucao completa do problema, e que o problema deve envolver varios
dominios do conhecimento.

Nesse sentido, precisamos distinguir e especificar os seguintes elementos: os problemas que
tencionamos explorar e quais dominios analiticos e grafico-geométricos do TDF, entretanto, os
conhecimentos antigos (no caso os saberes relacionados a Célculo de Varias Variaveis) nao devem ser
suficientes para a resolugao.

Outrossim, nas situagdes que buscamos apresentar, desejamos que “elas permitam adaptagdes dos
alunos, na medida em que tomam decisdes e as modificam” (Brousseau, 1986, p. 440).

Além disso, como visamos descrever situagdes de ensino fundamentadas de uma Matematica
procedente de nivel avangado, nosso campo conceitual ¢ condicionado, por vezes, por uma defini¢cao
formal ou um teorema estruturante, esse fato, concomitante ao carater de nao trivialidade/abstracionismo
dos conceitos de TDF, remete que as situagdes-problema requeiram conhecimentos suficientes da area
para sua resolucdo, portanto, inferimos que a nossa abordagem deva ser determinante.

Por esta razdo, utilizamos a visualizagdo proporcionada pelos softwares como uma varidvel didatica
recorrente no cenario de aprendizagem apresentado aos estudantes. Além disso, também assumimos
posicao consoante com Almouloud (2007, p. 174) ao acentuar que “as atividades devem ser concebidas,
levando-se em consideragao os resultados dos estudos prévios”, e terdo por objetivos: auxiliar o aluno na
constru¢do de conhecimentos e saberes de uma maneira construtiva e significativa; desenvolver certas
habilidades como, por exemplo, saber ler, utilizar as diferentes representagoes matematicas e desenvolver
raciocinio dedutivo.

Assim, destacamos que os objetivos da analise a priori devem determinar que as escolhas realizadas
permitam o controle do comportamento dos alunos e seu significado (Artigue, 2002).

Desta forma, as escolhas e descricdo de acdes futuras, nessa secdo, sdo fundamentadas em
pressupostos tedricos, que devem permitir o controle didatico da transposi¢ao didatica e do sentidodas
acoes futuras envolvendo a mediacao de saberes.

Nesse sentido, na discussao das situagdes-problema, sdo consideradas algumas variaveis didaticas
debatidas. Por essa razdo, os conceitos matematicos definidos para as situagdes-problemadirecionam os
alunos a compreensao dos conceitos fundamentais relacionados ao entendimento do conceito curva como:
curvatura, tor¢do, Triedro de Frenet.

Ademais, em relagdo aos obstaculos epistemologicos, devam surgir em relagdo aos conhecimentos
prévios das areas de Geometria Analitica, Algebra Linear e Calculo de Varias Variaveis, desse modo,
conhecimentos necessarios para o entendimento do conteudo, como derivadas parciais, produto vetorial,
pois as questdes desenvolvidas envolvem a discussdo de teoremas e propriedades, e se caracterizam pelo
uso do método de derivabilidade de fungdes de varias variaveis do CVV.

Situacao-problema (1): Encontre por meio de uma correlagdo entre os vetores tangente , normal
e binormal as féormulas do Triedro de Frenet- TDF, e em seguida, desenvolva o significadogeométrico
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do conceito torgao.

O participante da experimentagdo deve basear-se nos conceitos prévios de algebra linear,
geometria analitica com consonancia a fundamentacdo tedrica dos conceitos de GD, para o
estabelecimento de uma relagdo entre o significado algébrico e geométrico dos vetores tangente e
normal e binormal em curvas ppca para encontrar as formulas do Triedro de Frenet.

Na formulagdo, o participante deve compreender que a relagdo T'(s) = k(s). N(s), encontrada
no diedro de Frenet permanece correta para curvas de dimensao trés. Posteriormente, o participante
deve articular a utilizagdo das técnicas de derivagdo para determinar uma relagdo a partir do vetor
binormal, normal.

Na validagao, apos a derivacao do produto vetorial B(s) = T(s) x N(s), o participante encontrara
B'(s) = T(s) x N'(s), e assim concluird que B'(s) ¢ ortogonal a T(s). Ao mesmo tempo, ird perceber
que, devido a norma do vetor B(s) ser unitaria, que B'(s) = ¢ ortogonal a B(s). Logo, ocorre que B'(s)
encontra-se na mesma dire¢do de N, diferindo de N por uma constante e sentido, coincidindo com a
defini¢do de torgao.

Por fim, o participante deve empregar as duas expressdes encontradas
{ T'(s) = k(s).N(s)
B'(s) = r(s) .N(s) )’

como N(s) = B(s) x T(s), empregando novamente a derivagao do produto vetorial para encontrar
que N'(s) = —r.B(s) — k(s). T(s), encontrando assim as formulas do Triedro de Frenet- TDF.
Na situacdo de institucionalizacdo, finalmente, deve-se ter argumentos para se determinar uma
analogia entre os conceitos geométrico de curvatura e tor¢ao para a curvas de dimensao trés.
Situacao-problema (2): Analise e efetue o calculo da tor¢ao e curvatura da hélice circular

de modo articulado ao fato de que o vetor normal, pode ser expresso

cuja expressdao ¢ dada :

S S bs )
s) = |acos ————, asen )
v(s) ( Vaz + b2 va? + b% Va? + b?

Em seguida, correlacione e analise por meio do software GeoGebra geometricamente o comportamentoos
planos gerados a partir do Triedro Movel de Frenet.
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Figura 7 : Explanagdo das curvas utilizadas na situag@o — problema (2) para a analise dos planos osculador,retificante e

normal.
Fonte: Paiva(2019, p.120)

No que concerne a situagdo problema (2), ensejasse que os participantes, na agdo, se comprometam
a efetuar o calculo da tor¢do e curvatura, e analisem o comportamento dos vetorestangente, normal e
binormal, resultando dessa maneira na caracterizacdo dos planos formados pormeio desses vetores:
osculador, retificante e normal.

Na formulacdo, os alunos devem verificar a natureza da curva proposta (se a curva estd
parametrizada pelo comprimento do arco- ppca ou ndo encontram-se nessa forma), para desse modo
empreguem a equacao adequada para o calculo da curvatura e tor¢ao, prosseguindo com a verificagao por
meio da simulagdo o comportamento de curvas de qualquer natureza em um espagovetorial de dimensao
trés.

Na etapa posterior, a validagdo, o participante deve derivar a equagao da curva, para assim,concluir
que se trata de uma curva ppca. Em seguida, compreender que devido a natureza da curva,concluir que a
primeira derivada da curva se refere a expressao do vetor tangente.

O participante debe prosseguir efetuando o calculo da norma da expressao gerada por meiode uma
segunda derivagdo da curva, encontrar a expressao da curvatura, e apartir disso, encontraro valor do vetor
normal. Neste momento o participante deve realizar o produto vetorial entre os vetores tangente e normal

para obter o vetor binormal, e por fim, encontrar o valor da tor¢do. As expressdes encontradas ao fim do
- a

., b
raciocinio, devemser 0 = =——e¢ k=——.

Ainda na segunda parte dessa situagdo, ¢ requerido aos participantes apenas o significado
geométrico desses conceitos, com isso, esperasse o partipante interprete as curvas e assim realize por
meio de uma associacdo entre a definicdo desses vetores, uma representacdo desses vetores e dos
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respectivos planos gerados por eles. Por fim, na institucionalizagdo, deve formalizar-se e sistematizar
os argumentos para verificar o valor da curvatura, tor¢ao e os vetores tangente, normale binormal.

Conclusao

Essa pesquisa apresentou uma abordagem epistemologica acerca do ensino de um conteudo
matematico Triedro de Frenet- TDF. Nessa perspectiva, esta pesquisa buscou propor uma situago
didatica com o uso do software GeoGebra como forma de contornar os obstaculos epistemologicos
relacionados ao entendimento dos conceitos de TDF, entre os quais se destacam a abstragdo dos
conceitos e a complexidade envolvida.

Descrevemos e exemplificamos os varios conceitos abordados ao longo deste estudo, de modo a
fornecer ao estudante que esteja a iniciar-se no campo de saberes uma forma diferenciada de explicagao
e visualizagdo da matéria. Buscando transmitir o significado dos conceitos com o auxilio do software
GeoGebra de modo a relacionar a defini¢ao ao significado geométrico.

Assim verificou-se, inicialmente a no¢do geométrica do conceito curvatura em curvas planas,
correlacionando-os aos vetores tangente e normal e analisando o seu comportamento ao longo das
curvas analisadas.

Além disso, se verificou que dadas duas curvas regulares, estas serdo equivalentes se suas
parametrizagdes apresentam o mesmo tragco ou for possivel aplicar uma mudanga de parametros, tal
fendomeno encontra-se por meio de uma simulagdo do GeoGebra. Por meio da operagdo mudanga de
pardmetro, também compreendemos que sempre podemos reparametrizar pelo comprimento do arco,
ou seja, mudar o parametro da curva afim que a curva apresente norma unitaria.

Prosseguimos o estudo apresentando a inclus@o do conceito geométrico tor¢ao, que nos trouxe
um encadeamento de novos conceitos e teoremas, como o vetor binormal, o que torna a compreensao
do conceito indispensavel. Por esta razdo, correlacionamos o significado geométrico de curvatura ao
significado geométrico de tor¢do. Doravante, inferimos a existéncia de uma base ortonomal gerada
pelos vetores normal, binormal e tangente, originando o Triedro de Frenet — TDF.

Os vetores pertencentes ao TDF também estabeleceram os trés planos: plano normal, plano
retificante e planos osculador, prosseguimos com a obten¢ao de equagoes através do Triedro de Frenet
e propriedades relacionadas.

Descrevemos e exemplificamos os varios conceitos abordados ao longo deste estudo, de modo a
fornecer ao estudante que esteja a iniciar-se no campo de saberes uma forma diferenciada de explicacao
e visualizacdo da matéria. Buscando transmitir o significado dos conceitos com o auxilio do software
GeoGebra de modo a relacionar a defini¢ao ao significado geométrico.

Assim verificou-se, inicialmente a no¢ao geométrica do conceito curvatura em curvas planas,
correlacionando-os aos vetores tangente e normal e analisando o seu comportamento ao longo das
curvas analisadas.

Além disso, se verificou que dadas duas curvas regulares, estas serdo equivalentes se suas
parametrizagdes apresentam o mesmo trago ou for possivel aplicar uma mudanga de parametros, tal
fendmeno encontra-se por meio de uma simulacdo do GeoGebra. Por meio da operacdo mudancade
parametro, também compreendemos que sempre podemos reparametrizar pelo comprimento doarco, ou
seja, mudar o parametro da curva afim que a curva apresente norma unitaria.

Prosseguimos o estudo apresentando a inclusdo do conceito geométrico tor¢ao, que nos trouxe
um encadeamento de novos conceitos e teoremas, como o vetor binormal, o que torna a compreensao
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do conceito indispensavel. Por esta razdo, correlacionamos o significado geométricode curvatura ao
significado geométrico de tor¢do. Doravante, inferimos a existéncia de uma base ortonomal gerada
pelos vetores normal, binormal e tangente, originando o TDF.

Os vetores pertencentes ao TDF também estabeleceram os trés planos: plano normal, plano
retificante e planos osculador, prosseguimos com a obtengdo de equagdes através do Triedro de Frenet
e propriedades relacionadas.

Desse modo, a ED oportunizou o desenvolvimento de uma compreensdo associada ao processo
epistemologico-matematico dos conceitos relacionados. No entanto, ainda nao compreendiamos
como poderiamos elaborar situacdes de ensino relacionadas a esses conceitos matematicos de modo
que, com a exploragdo do software GeoGebra, possamos identificar um melhor entendimento e/ou a
ressignificacdo desses conceitos.

Assim, tornou-se necessario um aporte tedrico metodoldgico que nos auxiliassem a elaboragao
de situagdes-problema com os conceitos discutidos anteriormente. Na etapa de andlisea priori da nossa
pesquisa, desenvolvemos uma sequéncia de situagdes didaticas embasadas pelo pressupostos da TSD,
em que buscamos indicadores da compreensdo de conceitos relacionados acurvas planas e espaciais.
Salientamos que a escolha desse objeto matematico para a andlise, sucede-se por necessitar de
conhecimentos prévios apenas de CVV, Algebra Linear.

Salientaremos, que a nossa pesquisa sucedeu-se no contexto da microengenharia didaticae
considerando os efeitos da transposi¢ao didatica, os conceitos de GD foram desenvolvidos em situagdes
de ensino que proporcionassem através da visualizagdo o entendimento dos conceitos curvatura, tor¢ao,
nogoes relacionadas aos vetores tangente, normal e binormal e simultaneamenteconfrontassem com o
entendimento algébrico que alguns alunos possuiam desses conceitos.

Assim, ao final dessa pesquisa, esperamos que nosso trabalho contribua no sentido de detalhar,
sistematizar, identificar, pormenorizar e discutir elementos inerentes ao ensino de TDF, dado a pouca
visibilidade, tanto no contexto nacional quanto internacional, de pesquisas de ensino em relagdo a essa
area.
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