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RESUMO

O artigo explora o uso da Janela CAS do GeoGebra para determinar o tamanho do periodo de
uma dizima periodica, um tema relevante para o ensino de matemdtica que pode ser
desenvolvido com o suporte de tecnologias educacionais. No texto sdo apresentados os
conceitos matemdticos envolvidos na determinagdo do periodo de numeros racionais infinitos e
periodicos, a saber, o Pequeno Teorema de Fermat para identificar o tamanho do periodo de
numeros racionais com denominadores primos, em um caso particular. Sdo destacados
comandos da Janela CAS do GeoGebra que permitem aos alunos explorarem operagoes
numéricas e simbdlicas, e podem incentivar a formula¢do de conjecturas e a resolucdo de
problemas. Conclui-se que a Janela CAS é uma ferramenta eficaz para a aprendizagem
investigativa em matematica, embora apresente limitagoes em certos contextos.
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ABSTRACT

The article explores the use of the GeoGebra CAS view to determine the period length of
repeating decimals, a relevant topic for mathematics education that can be enhanced through
educational technologies. The text presents the mathematical concepts involved in determining
the period of infinite, periodic rational numbers, particularly applying Fermat's Little Theorem
to identify the period length of rational numbers with prime denominators. Specific commands
within the GeoGebra CAS Window are highlighted, enabling students to explore numerical and
symbolic operations, which can encourage the formulation of conjectures and problem-solving.
The study concludes that the CAS Window is an effective tool for investigative learning in
mathematics, though it has limitations in certain contexts.
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Introducao

A Janela CAS do GeoGebra é um recurso que integra caracteristicas de
manipulagdo simbdlica de um sistema algébrico computacional (tradugdo da siglas
Computer Algebra Systems). Esses sistema integra recursos numeros, graficos e
simbolicos. Do ponto de vista numérico e grafico, os sistemas de computagdo
algébrica podem ser vistos como poderosas calculadoras cientificas, capazes de
efetuar célculos e produzir graficos com grande precisao e versatilidade.

Em Torres (2013) ¢ descrito que a funcionalidade da vista CAS, a partir da
versao 4.2, incluem: a realizacdo de operagdes numéricas e simbolicas, a
simplificagdo de expressdes, a resolugdo de equagdes e sistemas, a fatoragdo de
polinomios, e o célculo diferencial e integral. Com uma interface intuitiva e pela
sua capacidade de interagir com outras janelas.

Com relagdo a pesquisas relacionadas a utilizacdo dessa janela destacamos
Bortolossi, Pesco e Rezende (2012) e Gongalves (2023).

Bortolossi, Pesco ¢ Rezende (2012) destacam diversas formas de utilizagdo
da Janela CAS para potencializar o ensino e a aprendizagem de Matematica. Entre
as principais sugestdes dos autores destacamos: Essa janela pode facilitar a
resolucdo simbolica de equacdes e sistemas de equagdes lineares, permitindo aos
alunos explorar solucdes e compreender propriedades; auxilia na manipulagdo
algébrica, promovendo a andlise e comparagdo de diferentes formas de expressoes;
Permite trabalhar com derivadas, integrais e limites, de forma simbdlica,
possibilitando o desenvolvimento do pensamento matematico avancado; a
ferramenta pode ser usada para conferir calculos e validar hipdteses formuladas
durante atividades exploratorias.

Além disso, Gongalves (2023) que destaca o potencial pedagodgico dessa
Janela para o ensino e aprendizagem da matemaética, especialmente na resolugdo de
sistemas de equacgdes e demonstracdes algébricas. Ele enfatiza a importancia de
integrar representacdes geométricas e algébricas, proporcionando uma abordagem
visual e simbdlica que amplia a compreensao dos conceitos matematicos. Pelo fato
de a Janela CAS permitir a realizagdo de calculos simbolicos, pode promover o
desenvolvimento de elementos do pensamento algébrico. Gongalves (2023) sugere
que o uso de ferramentas dessa Janela pode direcionar esfor¢os para a compreensao
de processos algébricos, em vez de focar apenas em técnicas operacionais. Além
disso, demonstra como a ferramenta pode ser explorada para demonstragdes e
provas matematicas, articulando algebra e geometria analitica.
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Destacamos especialmente os recursos simbolicos disponiveis nesse tipo de
software, pois com eles ¢ possivel operar com expressdes simbolicas e numéricas
exatas que representam objetos matematicos. Por exemplo, quando efetuamos o
consideramos a expressdes numérica 2v48 + V144, em uma calculadora, a
resposta fornecida serd uma aproximacao decimal do resultado, como por exemplo,
17,32050580757 (com onze casas decimais). Contudo, com a Janela CAS do
GeoGebra ¢é possivel operar simbolicamente a expressdo e obter a resposta 10+/3,
como pode ser observado na Figura 1.

248 :
= 8V3

V144 E
= 23

248 + /144
= 103
144 :

= 23

2 /48 + 1444
= 17.3205080756888

+ Entrada...

FIGURA 1: A obtengdo da resposta a expressio 2v48 + /144 na Janela CAS, GeoGebra 6.0.
FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.

Com a Janela CAS do GeoGebra pode-se além disso, operar com expressoes
algébricas simbolicas, como simplificar expressdes algébricas, como visto na
Figura 2, como o comando Simplificar(<Fungao>).
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GeoGebra Calculadora x= Céleulo Simbglico... ~ ~

. . X2
Slmpll'hcar(x4 — 2x)

x
= x¥-2

Simpliﬁcar(

1
= a+x

X—a
2 _ g2

X

+ Entrada...

FIGURA 2: Exemplo de utilizagdo do comando simplificar Janela CAS do GeoGebra 6.0.
FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.

Além disso, calculos simbolicos ndo acumulam erros quando € necessaria a
utilizagdo de uma aproximacgdao de um numero, por truncamentos. Contudo, como
toda ferramenta computacional, a Janela CAS apresenta limitagdes. Por exemplo,
quando apresentamos os niimeros irracionais para os estudantes do 9° ano dos anos
finais do Ensino Fundamental. A forma como identificamos nimeros irracionais ¢
por meio da representacdo decimal dele que pode ser caracterizada como infinita e
ndo periddica. Contudo, por limitagdes do sistema CAS, o estudante pode chegar a
uma conclusdo erronea, quando considera apenas a representacdo decimal de um
nimero racional.

Por exemplo, observando um certo nimero no visor do aplicativo
Calculadora, disponivel no Windows, conforme apresentado na Figura 3, ndo
podemos afirmar se o nimero ¢ irracional ou ndo. Pois, se ele for um niimero
racional ndo ¢ possivel determinar o tamanho do periodo com a quantidade de
casas decimais que ¢ oferecida pelo aplicativo. Assim, precisamos de conceitos da
matematica para determinar a quantidade de digitos.

il Calculadora

= Padrao 9§ Histérico  Meméria

0,0344827586206897

M+ M= MS

CE C @

FIGURA 3: Esse nimero € racional ou irracional?
FONTE: Produgéo nossa.
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Dessa forma ¢ importante conhecer de qual forma € possivel conhecer o
tamanho do periodo de uma dizima periddica, mesmo que ndao seja possivel
verifica-lo apenas com a observagdo da representagdo decimal em uma calculadora.
Isso que sera discutido neste artigo, como conhecer o tamanho do periodo de uma
dizima periodica quando o seu denominador ¢ um niimero primo diferente de 2 e
de 5.

Este texto estd dividido da seguinte forma: apresentamos os conceitos
matematicos que podem ser considerados na determinacdo da quantidade de casas
decimais de um numero racional que possui representacdo decimal finita e ndo
periodica; apresentamos como isso pode ser feito utilizando comando da Janela
CAS do GeoGebra. Finalizamos o texto, com reflexdes sobre possibilidades de
utilizacao dessa janela no ensino de Matematica.

1. Conceitos matematicos utilizados para a obtencao do
tamanho do periodo de uma dizima periodica

Nesta se¢do apresentaremos conceitos matematicos que podem auxiliar com
a resposta a seguinte questdo: como determinar o tamanho do periodo da
representacdo decimal infinita e periodica de um nimero racional?

Para isso, considere a fragdo propria a/b sendo que mdc(a,b) = 1, sendo
que o denominador b # 2™ - 5™, para certos m,n € N. Essa hipotese sobre o
denominador ¢ devida a J. H. Lambert (1753) (Sampaio, 2024), e caso b fosse da
forma indicada teriamos que o numero racional possuiria uma representagao
decimal finita.

Para esse trabalho, vamos considerar o caso em que o denominador ¢ igual a
um numero primo, diferente de 2 e de 5. Assim consideremos que a/b ¢ uma
fracdo propria tal que mdc(a, b) = 1. Seja 0,a,a, ... a,, a representacdo decimal
de a/b com periodo igual a p. Logo, considere que:

a
7= 0,a1a; ... aya4a; ... ap ...
Multiplicando a/b por 107:

a
10pE = a,0; ... Ay, Q105 .. Ay ..

Subtraindo a/b de 10Pa/b:
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a a
101’5— 5= Mz Op, 010G . Op = 0,a,a; ... a,a,a; ... ay ...
a

(10”—1)-B=ala2 v Oy € L
10 -1)-a=b-aa;..0a, € L

Pelo fato de mdc(a,b) =1, temos que b|10P —1 que pode ser
representado por 10?7 = 1(mod b). Essa relagdo de congruéncia pode ser resolvida,
quando b for primo diferente de 2 e de 5, por um corolario do Pequeno Teorema de
Fermat (PTF), que segundo Hefez (2014), pode ser enunciado da seguinte forma:
“Se p ¢ um primo e se @ ¢ um numero natural ndo ¢ divisivel por p, entdo p divide
a? —1” (p. 136). Dessa forma como o mdc(10,b) =1, sendo b um primo
diferente de 2 e de 5, temos que 10°~1 = 1(mod b). Logo, um possivel valor para
o periodo de uma dizima periodica seria b — 1.

Contudo, o teorema s6 garante a existéncia de um valor que pode ser o
periodo de uma dizima periddica, mas ndo a minimalidade. Serd que existe um
expoente menor que esse que satisfaz essa relagdo do PTF?

Para isso, vamos aplicar o teorema para o caso em que p = 11, temos que
10'° = 1(mod 11). Contudo, temos que esse ndo ¢ o menor valor k, tal que
10% = 1(mod 11). Note que, com auxilio da Janela CAS podemos verificar que
para os valores 2, 4, 6, 8 e 10, temos que o resto da divisdo dessa poténcia de 107
por 11 ¢ igual a 1. Para isso ¢ possivel utilizar o comando
Resto(<Numero Dividendo>, <Numero Divisor>), apresentando esses resultados
na Figura 4.

» Calculo Simbolico (CAS) X
1 Resto(10"2, 11)
-1

5 | Resto(10"4,11)
-1

3 | Resto(10"6,11)
-1

4 | Resto(10"8,11)
-1

5 | Resto(10%10, 11)
- 1

6
FIGURA 4: Utilizando o comando resto para a divisdo de 102,104,10°,10% ¢ 10'° por 11.
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FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.

Note que o PTF nio indica que o valor enunciado no teorema ¢ o menor que
satisfaz a propriedade. Se existir um valor menor k tal que a® = 1(mod n), para
a € Z e nprimo e mdc(a,n) = 1, esse valor sera chamado de ordem de a médulo
n ¢ ¢ denotado por ord,a. No caso de n = 11 e a = 10, temos que ord;;10 = 2.
Por esse motivo, qualquer nimero decimal com denominador igual a 11 possui
periodo igual a 2.

Nesta secdo apresentamos os resultados que auxiliar a encontrar o periodo de
uma dizima periodica em que o denominador ¢ um nimero primo. Na proxima
apresentaremos como ¢ possivel determinar o tamanho de uma dizima periddica
utilizando a Janela CAS do GeoGebra.

2. Determinando o tamanho do periodo de um nimero racional
infinito e periodico

Na Figura 3 apresentamos a representacdo decimal do numero racional 1/29
cujo periodo ¢ maior que quantidade de casas decimais oferecida pelo aplicativo
Calculadora, do Windows. O GeoGebra também tem essa limitagdo, pois ele
oferece em suas opgdes de arredondamento até 15 casas decimais (Figura 6).

Q =

Global

Idioma: Portugue 0 Casa Decimal

1 Casas Decimais

> % & X

Arredondamento: 2 Casas Decimais
3 Casas Decimais
Rotular: Mode AL 4 Casas Decimais
5 Casas Decimais
Tamanho da Fonte 10 Casas Decimais
13 Casas Decimais
GRAVAR C 15 Casas Decimais
3 Algarismos Significativos
RESTAURAR 5 Algarismos Significativos
10 Algansmos Significativos

13 Algansmos Significativos

FIGURA 6: Quantidade maxima de casas decimais disponivel no GeoGebra.
FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.
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Com essa opg¢ao selecionada ¢ possivel calcular uma aproximagao decimal de
uma dizima periddica com no méximo 15 decimais. Como pode ser visto na Figura
7, em que digitamos a representagdo fracionario do numero e depois clicamos na
ferramenta “Valor Numérico”.

<
= Ve 31.55 n 7\0r x= x= ft J‘ '.

1 . X=
= Valor Numérico

29
=~ 0.03448275862069

=~ 0.5656565656566 -9

FIGURA 7: Calculo da representagdo decimal dos numeros 1/29 e 56/99
FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.

Note que apesar ele oferecer 15 casas decimais, devemos tomar cuidado o
valor exibido na ultima casa decimal. Por exemplo, o nimero 56/99 foi apresentado
na Figura 7 porque sabiamos que ele arredondaria a ultima casa decimal, visto que
a ele ¢ a dizima periddica 0, 56.

Para fixar as ideias, vamos procurar determinar o tamanho do periodo da
dizima periodica 1/29.

O PTF indica que para encontrar o tamanho do periodo da dizima periddica,
temos que encontrar o valor k (inteiro positivo), tal que 10* = 1(mod 29), o que é
equivalente a 10¥ — 1 = 0(mod 29). Logo, estamos procurando um valor de k tal
que 10% — 1 seja divisivel por 29.

Para fazer essa investigacdo, podemos aplicacdo no GeoGebra, que verificar
qual € o resto da divisdo de 10"k — 1 por 29. Para isso, podemos criar um controle
deslizante k, um numero inteiro com intervalo entre 1 e 100. Assim, na primeira
célula digitamos 10"k — 1; na segunda célula digitamos Resto ($1, 29). A utilizagdo
do $ ¢ para coletar o resultado que esta na célula numero 1. Como pode ser visto na
Figura 8.
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= | v SO | x=x= e &

» Calculo Simbélico (CAS) = X | » Janela de Visualizagio X
1 | 10%-1 Movimente o controle deslizante para
- 99999 obter na célula 2 o resto da divisdo de
> | Resto($1,29) 107~ 1 por 29
- T k=5
N L

FIGURA 8: Aplicagdo para o calculo do resto da divisdo de 10"k — 1 por 29.
FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.

Ao movimente o controle deslizante &, temos que apenas quando ele assume
o valor 28 temos que o resto da divisio de 10?® — 1 por 29 é igual a 0. Logo,
dizemos que 10 ¢ uma raiz primitiva de 29, pois ord,410 = 28 (29 — 1).

Dessa forma, podemos concluir que o tamanho do periodo de uma fragao
propria que tem denominador igual a 29 ¢ igual a 28. Assim, podemos investigar
essa relacdo para outros niimeros primos, como pode ser verificado, por exemplo,
para o numero primo 7, que 10° — 1 ¢é divisivel por 7. Logo, o tamanho do periodo
de uma numero racional com denominador igual a 7 sera igual a 6, com pode ser
visto na Figura 9.

| = I v s 5 NN gl x=llx =[] )L P

» Calculo Simbélico (CAS) X | » Janela de Visualizagio =
10 -1 . .
1 Insira no campo de entrada um nimero
- 999999 primo diferente de 2 e de 5
2 Resto($1, n) 7
- 0

Movimente o controle deslizante para

3 | Fatorar($1) obter na célula 2 o resto da divisio de
- 3*.7.11.13.37 10° -1 por 7.
4 k=6

@®

a“*

Entrada:

FIGURA 9: Aplicacido? para o calculo do resto da divisdo de 10°k — 1 por 7.
FONTE: Produgdo nossa com o GeoGebra.

Entendemos assim como uma possibilidade de incentivar a investigagdo para
a descoberta do tamanho do periodo de outros numeros racionais com
denominadores iguais a numeros primos. Além disso, com o Teorema de Euler

2 Aplicagdo disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ec3bfjcp
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(Hefez, 2014) podemos realizar um estudo similar para qualquer nimero composto
que ¢ coprimo com o 10.

3. Consideracoes finais

O uso da Janela CAS do GeoGebra mostrou-se uma ferramenta poderosa
para explorar propriedades de numeros racionais e suas representacdes decimais,
em caso que podem ser ter tamanho de periodo maior que a calculadora utilizadas
pode oferecer. A possibilidade de realizar operagdes simbolicas e numéricas pode
oferecer aos alunos uma experiéncia de aprendizagem que transcende os métodos
tradicionais, permitindo a investigagdo e compreensao aprofundada dos conceitos
matematicos.

Durante a atividade apresentada, observou-se que o uso de tecnologias
computacionais como o GeoGebra ndo apenas pode facilitar o aprendizado de
topicos especificos, como dizimas periddicas e Teoria dos niimeros, mas também
estimula o pensamento critico e a formulacdo de conjecturas matematicas.
Entretanto, ¢ importante ressaltar as limitacdes das ferramentas CAS,
especialmente no que diz respeito ao arredondamento das casas decimais que pode
provocar interpretagdes incorretas, por parte dos estudantes.

Entendemos que seja necessario realizar outras pesquisas e investigacdes que
utilizem a janela CAS do GeoGebra. Para futuras aplicagdes, sugere-se o
desenvolvimento de atividades de investigativas que integrem o uso de sistemas
algébricos computacionais no curriculo escolar, ajustando a complexidade das
tarefas ao nivel de escolaridade dos alunos. Espera-se que essa abordagem
contribua para uma matematica mais interativa e investigativa, promovendo uma
aprendizagem significativa e duradoura.

Referéncias

Bortolossi, H. J.; Pesco, D. U.; Rezende, W. M. (2012) Computagao Simbolica no
Ensino Médio com o Software Gratuito GeoGebra. Actas de la Conferencia
Latinoamericana de GeoGebra, Uruguay.

Torres, A. C. A. (2013). Calculo Simbélico también es posible con GeoGebra . UNION
- REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA, 9 (34). Disponivel
em: https://www.revistaunion.org/index.php/UNION/article/view/796

Gongalves, W. V. (2023). Amadurecendo como professor, pesquisador ¢ colaborador
com o GeoGebra. Revista Do Instituto GeoGebra Internacional De Sdo Paulo, 12(2),
221-238. https://doi.org/10.23925/2237-9657.2023.v12i2p221-238

@ @ Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v.14, n. 1, p. 267-276,2025- ISSN 2237-9657



https://doi.org/10.23925/2237-9657.2023.v12i2p221-238

277

Hefez, A. (2016) Arimética. Rio de Janeiro: SBM.

Sampaio, J. C. V. (2024) Dizimas periodicas e o teorema de Etiénne Midy. In. XI
BIENAL DE MATEMATICA. Disponivel em: https:/sbm.org.br/xi-bienal/wp-
content/uploads/sites/31/2024/07/X1_BM_MINICURSO_Joao_Sampaio.pdf

Enviado: 30/10/2024
Aceito: 23/11/2024

@ @ Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v.14, n. 1, p. 267-276,2025- ISSN 2237-9657



https://sbm.org.br/xi-bienal/wp-content/uploads/sites/31/2024/07/XI_BM_MINICURSO_Joao_Sampaio.pdf
https://sbm.org.br/xi-bienal/wp-content/uploads/sites/31/2024/07/XI_BM_MINICURSO_Joao_Sampaio.pdf

