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RESUMO

Neste trabalho, sdo exploradas as sequéncias de Fibonacci, Lucas e Gibonacci sob uma perspectiva diferente: com as
representagoes geométricas de algumas identidades relacionadas as sequéncias por meio do software GeoGebra e a
ferramenta controle deslizante, tornando a compreensdo dessas identidades mais intuitiva. Além disso, é analisado o
paradoxo de Cassini e apresentadas algumas aplicagoes das sequéncias de Gibonacci na Geometria Analitica, todos
ilustrados com o GeoGebra. A abordagem geométrica permite uma exploracdo mais ampla e dindmica, facilitando a
identificagdo de padroes e generalizagoes.
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ABSTRACT

In this work, the Fibonacci, Lucas, and Gibonacci sequences are explored from a different perspective: through
geometric representations of some identities related to these sequences using the GeoGebra sofiware and the slider
tool, making the understanding of these identities more intuitive. Additionally, Cassini’s paradox is analyzed, and some
applications of the Gibonacci sequences in Analytical Geometry are presented, all illustrated with GeoGebra. The
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geometric approach allows for a broader and more dynamic exploration, facilitating the identification of patterns and
generalizations.

Keywords: Fibonacci; Lucas; Gibonacci, sequence; geometric representation.
Introducao

As sequéncias numéricas sempre fascinaram matematicos e entusiastas, ndo apenas por suas
propriedades, mas também pela sua presenca em fenOmenos naturais € em diversas areas do
conhecimento como na arquitetura, arte, biologia, musica, economia e, evidentemente, matematica. Em
particular, tem-se a sequéncia de Fibonacci, que segundo Koshy (2017, p. 6), teve essa denominagdo
utilizada pela primeira vez no ano de 1876, quando foi estudada pelo matematico francé€s Frangois
Edouard Anatole Lucas (1842-1891). A origem desta sequéncia remonta a um dos problemas propostos
por Leonardo Fibonacci! (1175-1250), matematico nascido em Pisa e que teve maior destaque na Idade
Média europeia. Em sua famosa obra Liber Abaci, escrita em 1202, ele realiza um estudo sobre a
aritmética e a algebra elementar e propde o problema dos coelhos (Eves, 2004). O problema pode ser
encontrado com mais detalhes na versao traduzida do Liber Abaci ao inglés moderno por Sigler (2003)
e ¢ apresentado a seguir.

Certo homem tem um par de coelhos juntos em um determinado local cercado, e deseja
saber quantos serdo gerados a partir desse par em um ano, considerando que a natureza
deles ¢é gerar outro par a cada més, e que, no segundo més, os nascidos também comegam a
procriar (Sigler, 2003, p. 404, traducdo nossa).

Considerando que:

e No primeiro més tem-se um casal de coelhos;

e No segundo més permanece-se com um casal de coelhos, pois eles ainda ndo desenvolveram
o suficiente para reproduzirem;

e No terceiro més os coelhos se reproduzem e dao origem a um novo casal, totalizando dois
casais de coelhos;

e No quarto més o primeiro casal se reproduz novamente e, o segundo casal ainda ndo esta em
idade fértil. Dessa forma, tem-se 3 casais de coelhos;

e No quinto més o primeiro casal se reproduz, o segundo casal se reproduz e o terceiro casal
ainda ndo se reproduz. Totalizando 5 casais;

e Assim, sucessivamente, até¢ chegar a 377 casais ao final de um ano.

Horadam (1961) apresenta uma generalizagdo da sequéncia de Fibonacci, que foi nomeada
sequéncia de Gibonacci por Benjamin e Quinn (2003, p. 17). A sequéncia de Gibonacci {G,,}nen,
também ¢ definida por uma relagao de recorréncia dada por:

Gn+1 = Gp + Gy, Gy =a € G, = b,

onde a e b sdo nimeros inteiros quaisquer. Quandoa =1 e b = 1 obtém-se a sequéncia de Fibonacci
{E,},,en € quando a = 1 e b = 3, chega-se a de Lucas {L,},,cy (Koshy, 2017, p.10). As sequéncias de
Fibonacci e Gibonacci estdo relacionadas pela seguinte identidade G, = aF,,_, + bF,_;, n>1. A

! “Leonardo, filho de Bonaccio”. Também conhecido como Leonardo de Pisa ou Leonardo Pisano (Eves, 2004, p. 292).
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prova dessa identidade pode ser encontrada em (Koshy, 2017, p. 139). Além desta identidade, existem
varias outras que relacionam os elementos destas sequéncias. Por exemplo, uma identidade que
relaciona as sequéncias de Fibonacci e Lucas ¢ dada por L,, = F,,_; + F,,,1, n € N (Koshy, 2017, p. 93).

Para cada n € N, tem-se que

o] 1+v5\" . 1-v5\"
"5 C< 2 )_ < 2 ) ‘
i c=a s @) (55) ¢ d=ara-5)(E

consultada em Koshy (2019, p. 130). Para a sequéncia de Fibonacci (ou seja,a = 1 e b = 1) obtém-se a

), a demonstragdo dessa formula pode ser

classica formula de Binet.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018) enfatiza a importancia do
desenvolvimento da habilidade de utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades em
sequéncias numéricas. Nesse contexto, as sequéncias de Fibonacci, Lucas e Gibonacci surgem como um
objeto de estudo particularmente interessante, tanto pela sua beleza matemadtica quanto por suas
inimeras aplicagoes.

Koshy (2017, p. 6, tradugdo nossa) afirma que “a sequéncia de Fibonacci ¢ uma das mais
intrigantes sequéncias numéricas” e continua a desafiar matematicos a explorar suas propriedades ¢ a
formular novas conjecturas. Nesse sentido, ao longo deste trabalho, sdo abordados os aspectos
algébricos e geométricos de diversas identidades associadas as sequéncias de Fibonacci, Lucas e
Gibonacci que foram estudadas pelo autor em seu livro Fibonacci and Lucas Numbers with Applications
(Koshy, 2017).

A parte geométrica, desenvolvida com o auxilio do software GeoGebra, proporciona uma
compreensao mais intuitiva das identidades. A ferramenta controle deslizante ¢ utilizada para verificar
que as propriedades se mantém, independentemente do nimero selecionado. Todos os pontos, que estdo
em funcdo dos numeros das sequéncias, ou de Fibonacci, ou de Lucas, ou de Gibonacci, foram
construidos digitando na caixa de entrada a férmula de Binet (ou andlogas a ela no caso de Lucas e
Gibonacci) em conjunto com o controle deslizante nas coordenadas. Os links para cada ilustragdo sdo
disponibilizados para que o leitor possa explora-los e interagir. Por fim, algumas aplicacdes da
sequéncia de Gibonacci na Geometria Analitica sdo apresentadas, também utilizando o GeoGebra para
ilustra-las.

1. Algumas identidades envolvendo as sequéncias de Fibonacci e Lucas

Esta secdo mostra uma abordagem visual e interativa de algumas identidades envolvendo as
sequéncias de Fibonacci e Lucas. O diferencial neste trabalho ¢ que as representagdes geométricas das
identidades foram elaboradas no software GeoGebra. Cada qual possuindo um controle deslizante e link
especifico, onde o leitor pode identificar as alteracdes, semelhangas e diferencas, de acordo com a
variagdo do valor de n. A seguir, uma série de identidades envolvendo estas duas sequéncias, que
podem ser encontradas em Koshy (2017), sdo explicitadas.

Identidade 1. Para todo n € N, tém-se F2,, = 2E? + 2F?_, — F2_,.

Demonstrag¢do. Usando a recorréncia dos numeros de Fibonacci segue que
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2E7 4 2F7 4 — FF 5 = 2F} + 2F}_ — (B, — Fooy)? = (Fy + Fn)? = Fiyy,
para todon € N. U

Para facilitar o entendimento visual da identidade F?Z,, = 2E? + 2F>_ , — F2_,, inicialmente é
representado um quadrado de lado F,,,, conforme ilustra a Figura 1.

FIGURA 1: Representagdo do quadrado de lado F,,,;, paran = 5.
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Em seguida, sdo marcados dois quadrados de lado F,, em dois vértices em diagonal e internos ao
quadrado de lado F,,;. O que faz com que nos vértices restantes fiquem representados por dois
quadrados de lado F,_; e, na parte central um quadrado de lado F,,_,, conforme a Figura 2. Este
quadrado de lado F,,_, apresenta uma sobreposicao dada pela interse¢do dos quadrados de lado F,. Ao
efetuar a soma das areas dos quadrados e a subtragdo da area sobreposta, obtém-se que

Ffi = 2E} +2F7_ — F{_,.
A construcdo geométrica esta disponibilizada no link:

https://www.geogebra.org/m/cbxwénpb.

FIGURA 2: Representagdo geométrica da Identidade 1
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Identidade 2. Para todon € N, F2,, = 4F? — 4F,_,F,_, — 3F%_,.

Demonstragdo. Utilizando, novamente, a recorréncia dos numeros de Fibonacci, obtém-se que
AR — 4Fy 1Fp p — 3F; AR — 4Fy 1 (F, — Fy) — 3(Fy — Fpey)?

(Fy + Foot)? = Fly,

para todon € N. O

A representagdo da Identidade 2 ¢ efetuada desenhando, primeiramente, um quadrado de lado
F,41. Logo, sdo marcados quatro quadrados de lado F, em cada um dos vértices do quadrado inicial.
Constata-se, entdo a existéncia de quatro retdngulos de area F,,_,F,_; 0s quais apresentam-se em
sobreposi¢do pelos quadrados de lado F,. Tem-se também, na parte central um quadrado de lado F,,_,, o
qual ¢ sobreposto trés vezes pelos quadrados de lado F,, conforme ilustra a Figura 3.

FIGURA 3: Representagdo geométrica da Identidade 2

F

9 n-1

8

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o-HHaat-HHabHHals

FONTE: Acervo da Pesquisa

(c©)__© | Revista do Instituto GeoGebra de Séo Paulo, v. 14, n. 1, p. 076-094, 2025 - ISSN 2237-9657




81

Dessa forma, a area do quadrado de lado F,,,, € igual a soma das areas dos quatro quadrados de
lado F,, subtraido as areas referentes aos quatro retangulos de lados F,,_; e F,,_, e aos 3 quadrados de
lado F,,_, que estdo localizados centralmente. Ou seja,

Fiyn = AF; —4F, 1 Fy 5 — 3F; ;.
A construcdo geométrica esta disponivel no link:

https://www.geogebra.org/m/pubbcé gt

Utilizando o controle deslizante na construcdo, observa-se que para n = 3 o quadrado inicial é
subdividido em nove outros quadrados congruentes entre si.

Identidade 3. Para todon € N, F2,, = 8F%_, + 2F?_, — L2_,.

Demonstragdo. ComoF, = F, +F, ,el, ,=F, 3+ F,_ 1 =2F,_ 1 — F,_,, segue que

8Fy 1 +2F; ,— L, = 8F +2F; ;— (2F 1 —F5)°
= A4F; 4+ Fi oy +4F Fyg
8Fp 1 +2F; ;— L, = AF;  + (Fy—Fy1)® +4F 1 (F — Foy)
= Fl +2FFy +Fl_y = (B + Foy)? = Flyy,
para todo n € N. O

Para a identidade F?,, = 8F2_; + 2F?_, — L%_, ser representada visualmente, é desenhado em
um primeiro momento, um quadrado de lado F,,,. Como,

Fn+1=Fn+Fn—1=Fn—1+Fn—2+Fn—1=2Fn—1+Fn—2’

dois quadrados de lado 2F,_; sdo colocados em dois vértices opostos em diagonal. Nos vértices
restantes, dois quadrados de lado F,,_, estardo representados e, centralmente um quadrado sobreposto na
intersecdo dos quadrados de lado 2F,_;. Na Figura 4, tem-se uma representagdo geométrica da
identidade desejada.

FIGURA 4: Representagdo geométrica da Identidade 3
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O quadrado localizado centralmente tem lado medindo 2F,_; — F,,_, = L,,_,. Sendo assim, a area
do quadrado de lado F,,,, ¢ dada por:

Fiyg =A4F; +4F;_ | +Fl, +F;, —Li ,=8Fi, +2F; , —L;_,.
A construg¢do geométrica correspondente a esta identidade esta disponivel no link:

https://www.geogebra.org/m/gkhnxmecd

Identidade 4. Para todon € N, tem-se L3 = 2F2,, + 2F?_, — F2.
Demonstragdo. Usando a identidade L,, = F,,,; + F,,_4, segue que
2Fy +2FF —F} = 2R} + 2F; 1 — (Fpyq — Foog)?
= FiatFi 4 2FFyy = (Foog + Fang)? = L3,
para todon € N. U

Agora, sera representada a identidade L% = 2F7,, + 2F? , — E?. Para tanto ¢ desenhado
inicialmente um quadrado de lado L,,, conforme mostra a Figura 5.

FIGURA 5: Quadrado de lado L,
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Como L,, = F,4; + F,,_4, dois quadrados de lado F,,,; sdo colocados em dois vértices opostos em
diagonal. Nos vértices restantes, tem-se dois quadrados de lado F,,_; e, centralmente um quadrado
sobreposto de lado F,,,; — F,,_; = F,. Na Figura 6, a representacdo geométrica da Identidade 4 pode ser
visualizada.

FIGURA 6: Representacdo geométrica da Identidade 4
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Sendo assim, a area do quadrado de lado L,, pode ser expressa por:
L3 =Fiy + Fi + Fiy + Fl — B} = 2F7 + 2F} | — E.
No link a seguir, a constru¢do geométrica da identidade esta disponibilizada.

https://www.geogebra.org/m/cuscxvuz

Identidade 5. Para todo n € N, tem-se L2 = 8F,F,_; + F?_,.
Demonstragdo. Tem-se que

8F, Fy_y + Fig = 8FFyy + (2Fyeq — F))? = 4F2; + 4F,Foy + 7 = 2F,4 + F)? = I3,
para todo n € N. U

Para a visualizagdo da identidade L2 = 8E,F,_, + F_5, primeiramente um quadrado de lado L,, é
desenhado. Como L, = F,;4 + F,,_; = F, + 2F,,_;, entdo quatro retdngulos congruentes de lados iguais
a 2F,_, e F, sdo tracados, em cada um dos vértices do quadrado. Na Figura 7, estd evidenciada a
representacao geométrica da identidade referida.

FIGURA 7: Representagdo geométrica da Identidade 5
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Neste processo ¢ gerado um quadrado na parte central. O lado deste quadrado ¢ dado por:
Ly — 2K, =F+2F 1 —2(Fy1 + Fup) = Fuoy — Fog = Frs.

Assim a 4rea do quadrado localizado centralmente é dada por F2_;. Logo, a 4rea do quadrado de
lado L, ¢

L%l = 4(2Fn—1Fn) + Fr%—3 = 8Fn—1Fn + Fr%—3'
A construcao geométrica da Identidade 5 é encontrada no link:

https://www.geogebra.org/m/tznprnvh

Identidade 6. Para todo n € N, tem-se que L2 = 4F? + 4F?_, — 4F> , + F?_,.
Demonstragdo. Reescrevendo 4FE? + 4F2_, — 4F?_, + F?_;, segue que
AF? + AF2_ | — AF2_, + F2_, = 4F2 + 4F% — 4F% , + (Fyy — Fy_y)?
= AF2 +5F2, —3F2, —2F, ,F,_,
= 4E} + 5F7_; = 3(Fy — Fyu1)? — 2F 1 (Fy — Fooy)
AF2 + 4F2 — 4F? ) + F2_, = AF2? + 5F2_, — 3F? + 6F,F,_, — 3F%_, — 2F,_,F, + 2F2_,
= (F+2F1)? =13,

para todon € N. U

Na representagdo da identidade L3 = 4F? + 4F?_, — 4F?_, + F?_;, comega-se com um quadrado
de lado L,,, da mesma forma como construido na Figura 5.

Considerando que L,, = 2F,_; + F,, divide-se cada lado em segmentos de comprimento F,_;, F,
e F,_;, nesta ordem. Usando os segmentos de comprimento F,, sdo construidos quatro quadrados de
lado E,, conforme indicados na Figura 8.

FIGURA 8: Representacdo geométrica da Identidade 6
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Os quatro quadrados de lado F, se sobrepoem, formando quatro quadrados congruentes de lado
FE, — F,,_; = F,_,. O lado do quadrado formado na parte central tem o seguinte comprimento:
Ly —2FE, = F+2F_1—2F=2F 1 — (Fpo1 + Fp) = Fps.
Logo, a 4rea do quadrado localizado centralmente ¢ dada por F?2_,. Somando as 4reas dos
quadrados de lado E,, F,_;, F,_3 e, subtraindo as areas que aparecem em sobreposi¢cdo dos quadrados

de lado F,_,, constata-se que a representacdo geométrica da identidade ¢ determinada da seguinte
forma: L2 = 4F? + 4F7_ | — 4F?_, + F?_,.

A construg¢do geométrica da identidade no software GeoGebra é encontrada no link:

https://www.geogebra.org/m/hvrbgdsw

Identidade 7. Para todon € N, tem-se que F;o,; = E2 + F3_, + 3F,_,E,F,.1.
Demonstragdo. Usando a defini¢do da sequéncia de Fibonacci segue que
Fipn=Fo+ Fpy)® =B+ F 1 +3F 1 Fy(F + Fooy) = B+ Fiy + 3F 1 FyFyy,
para todon € N. O

A representacao dessa identidade estd ilustrada na Figura 9, onde o cubo maior de aresta medindo
F, 11 € composto por um cubo de aresta medindo F,, um cubo de aresta F,,_; e trés paralelepipedos retos
congruentes com arestas de tamanho F,,_,, F, e F,,,;. Assim, o volume do cubo maior ¢ a soma do
volume dos 5 solidos que o compdem, ilustrando a identidade acima.

FIGURA 9: Representacdo geométrica da Identidade 7, em diferentes perspectivas
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No link a seguir, é possivel clicar nas caixas para exibir/esconder os 5 solidos que compdem o
cubo maior, facilitando a visualizacdo das disposi¢des desses solidos. Além disso ¢ possivel visualizar
todos os lados do cubo movendo com o mouse na janela 3D:

https://www.geogebra.org/m/yvx7i3rg

2. O Paradoxo de Cassini

Nesta secdo, sera efetuada uma analise do Paradoxo de Cassini em paralelo com sua representagao
geométrica.

A Identidade de Cassini F,,F,_; — FE? = (—=1)", com n = 1, nos remete a um dos paradoxos
geométricos mais fascinantes. Esta identidade, nomeada desta forma por Grimaldi (2012, p. 55), “foi
descoberta em 1680 pelo astronomo e matematico franco-italiano Giovanni Domenico (Jean
Domenique) Cassini (1625-1712). Este resultado também foi descoberto de forma independente em
1753 pelo matematico e artista paisagista escocés Robert Simson (1687-1768)” (Grimaldi, 2012, p. 10,
traducao nossa).

A Identidade de Cassini apresenta comportamento diferente quando n ¢ par ou impar. Quando
n = 2k tem-se

Fors1Fop—1 — F22k =1,

e quando n = 2k + 1 tem-se

Fors2Fox — F22k+1 = -1

Em um primeiro instante, um quadrado de lado F, foi dividido em dois trapézios congruentes e
dois tridngulos congruentes, conforme a Figura 10. Ao reorganizar estes tridngulos e trapézios tem-se
um retdngulo de lados medindo F,,; ¢ F,_,. Efetuando o calculo da area, nota-se que a area do
retangulo serd de uma unidade a mais em relagdo a area do quadrado, quando n ¢ par. Caso n seja impar
havera uma sobreposi¢do, e com isso a area do retangulo sera uma unidade a menos em relagdo a area
do quadrado.

FIGURA 10: Representagdo geométrica do Paradoxo de Cassini, paran = 2k
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A construgdo interativa da Figura 10 pode ser encontrada no link a seguir

https://www.geogebra.org/m/xyhgb64nw

onde o leitor podera verificar ambos os casos (para n par ou impar). Na construgdo, ¢ possivel observar
que as figuras que formam o quadrado (lado esquerdo) sdo fixas enquanto as demais (lado direito)
podem ser movimentadas.

Se observar atentamente a representagdo, da Figura 10, verifica-se a existéncia de um
paralelogramo no centro do retdngulo. Por meio da ampliagdo do retangulo no GeoGebra, de acordo
com a Figura 11 a existéncia de tal paralelogramo pode ser constatada.

FIGURA 11: Retangulo ampliado para visualizar o paralelogramo do Paradoxo de Cassini, paran = 2k

FONTE: Acervo da Pesquisa

O paralelogramo possui area de uma unidade quadrada. A altura h deste paralelogramo pode ser
obtida por meio da utilizagdo da férmula da area do paralelogramo. Assim,

Aparalelogramo = h - base, = 1=h- 1’Fnz + Fr%—z'
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portanto
1

/Fnz + F2%,

Com isto, observa-se que a medida que o tamanho do quadrado original aumenta, a altura do
paralelogramo fica cada vez menor, o que torna o paralelogramo quase que imperceptivel.

h =

O matematico australiano Alwyn Francis Horadam (1923-2016), demonstrou no artigo Fibonacci
Sequences and a Geometrical Paradox (Horadam, 1962), uma formula para tan 8,,, em que 6,, denota o
angulo agudo entre os lados adjacentes do paralelogramo. A seguir, a demonstracao serd reproduzida,
onde serdo empregadas as identidades

Fopyr = F7$+1 + Fn2 € FpyxFn—k — Fn2 = (_1)n+k+1FI?7

. . . o — -1(1 s
¢ a identidade trigonométrica tan~!(x) + tan™! (;) =
i) Caso n par. Por meio da Figura 12 observa-se a representacdo geométrica, de maneira exagerada, do
caso em que n ¢ par. Ja na Figura 13, tem-se em destaque os angulos para melhor visualizagao.

FIGURA 12: Representagdo geométrica exagerada do Paradoxo de Cassini para n = 2k

Et—l Ei

______________ = L F,

1—1

Fn—."}
Fn El— 1
FONTE: Acervo da Pesquisa
FIGURA 13: Destaque nos angulos da representagdo geométrica do Paradoxo de Cassini para n = 2k
P“u—“l
FONTE: Acervo da Pesquisa
Nota-se que
T T Foq Fp Frs Foo
O, ==—(a, + =——tan‘1(n )—tan‘1< >=tan‘1< )—tan‘l( )
n 2 ( n Bn) 2 Fn_3 Fn Fn_l Fn
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Ou seja,

tanf, = (gz:;) ~ (sz;z) — Fr3bFy — Fpo1Fn
) R

Fn—3 (Fn—l + Fn—z) - Fn—z(Fn—Z + Fn—3)
Fooi(Fpoq + Frog) + FpsFrs
Fn—3Fn—1 - Fr%—z
Fr%—l + Fn—Z (Fn—Z + Fn—3) + Fn—3Fn—2

-Dr
Fr%—l + FT%—Z + 2Fn—3Fn—2
-D" 1

Fynz+2F, 3Fn_ 3  Fon_s+2F, 3F,

ii) Caso n impar. Pela Figura 14, a qual representa de forma exorbitante o caso em que n ¢ impar,

constata-se que:
Fn—2> Fn—3
—tan~?! ( )
Fy Fy

FIGURA 14: Representagiio geométrica exagerada do Paradoxo de Cassini paran = 2k + 1
F, n—1

T L (F L (Fa\ m B
an(an+,[>’n)—§=tan 1<F:_3>+tan 1(;—n>—§=tan 1(

Frr,—l

F-‘nf.‘
1 EI 1

FONTE: Acervo da Pesquisa

RLQ

De modo anélogo ao caso anterior, obtém-se

tan 0 O !
an = = .
" Pz +2Fn3Fn o Fanoz + 2FusFy;

Por consequéncia, nos dois casos produzem o mesmo valor para tan 6,,. Assim,

1
t 9 = )
O s + 2Fy_3Fa_s

onden = 4.

Em vista disso, decorre que quando n tende a infinito tem-se que 6,, tende a zero o qual ¢ uma
outra constatacdo do fato de que o paralelogramo se torna quase imperceptivel para n arbitrariamente
grande. Na Tabela 1 estdo listados alguns valores de 6,, para os trigémeos de Fibonacci (F,,_1, F,, Fr41)-
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Tabela 1. Angulos do Paradoxo de Cassini, para 4 <n < 10

Trigémeos de Fibonacci

n F,_, F, Friq 0,

4 2 3 5 tan~! (;) ~ 8°7'48"
5 3 5 8 tan~! (%) ~ 3°21'59"
6 5 8 13 tan~! (%) ~ 1°14'43"
7 8 13 21 tan~! (%) ~ 28'53"
8 13 21 34 tan~! (%) ~ 10'59"
9 21 34 55 tan~? ﬁ) ~ 4'12"
10 34 55 89 tan~! (ﬁ) ~ 1'36"

Fonte: Dados da Pesquisa

3. Gibonacci e Geometria Analitica

Por fim, sdo abordadas algumas ocorréncias que esbogcam a relacdo entre a sequéncia de
Gibonacci {G,,},,ey € @ Geometria Analitica, que podem ser consultadas em Jaiswal (1969). Usando o
software GeoGebra, sdo apresentadas a seguir trés ocorréncias: uma no plano e duas no espaco. Estas
propriedades podem ser introduzidas em qualquer curso de graduagdo que contenha a disciplina de
Geometria Analitica na sua grade.

Teorema 1. Dados n, p, q, v € N, a area do tridngulo com vértices (G, Gp4r), (Gn+p, Gn+p+r) e
(Gn+q, Gn+q+r) ¢ independente de n, onde G, representa o k-ésimo niimero de Gibonacci.

Demonstragdo. A area do triangulo equivale a metade do valor absoluto do seguinte determinante:
Gn Gpyr 1
D = |Gnhsp Guipsr 1,
Gn+q Gn+q+r 1
ou seja,
D= Gn+pGn+q+r - Gn+an+p+r - (GnGn+q+r - Gn+an+r) + GnGn+p+r - Gn+pGn+r-
Agrupando as parcelas deste determinante e, usando a identidade
GrGmik — GnyrGm = (_1)n+1Fka—nCd>

onde cd = a? + ab — b?, obtém-se que
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D = (_1)n+p+1Fan+q—(n+p)Cd - (_1)n+1Fan+q—nCd + (_1)n+1Fan+p—nCd
= (-D"PHEF,_,cd + (-1D)"E.F,cd + (="' E.F,cd
= (—D)"Fcd((-DP*F,_, + F, — F).
Logo, a area do tridngulo ¢ dada por:

4Pl Fcd|(—1)P*'F,_, + F, — F,|

2 2
Em consequéncia, a area do tridngulo com vértices (G, Gnyr), (Gn+p, Gn+p+r) e (Gn+q, Gn+q+r) ¢
independente de n, para todosn,p, q, r € N. O

Por meio da Figura 15 pode-se visualizar a representagdo geométrica do Teorema 1. Controles
deslizantes para n, p, r e g foram incluidos, onde ¢ possivel constatar que ao variar o valor de n nao ha
alterag¢do no valor da area correspondente.

FIGURA 15: Representagao geométrica do Teorema 1
Cc n=1

®

1

o
1}

1

-

@u@

q=2

A=(G,, G,

B=(G,, .G

n+p’ n1-p+r]I

g’ jAreade ACB=0.5
C=(G

n+q’ Gn+q+;}

FONTE: Acervo da Pesquisa

Esta constru¢do geométrica esta disponivel no link:

https://www.geogebra.org/m/afpbgdpr

Corolario 1. A area de um triangulo de vértices (F,, Frin), (Fns2n Fnizn) © (Fnian Fnisn) € dada por
(Fan = 2Fyn)
h 5 )
onden,h € N,
Demonstragdo. A demonstragdo segue, tomandor = h,p = 2h,q = 4h,ea = b = 1 no Teorema 1. [

A representacao geométrica do Corolario 1 € disponibilizada no link:

https://www.geogebra.org/m/zsyr5qng
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Ao analisar a representacdo geométrica referente a area do tridangulo, pode-se observar que
variando o controle deslizante, o tridngulo se torna cada vez mais "estreito", dando a impressao de que o
triangulo se assemelha a um segmento de reta.

Os seguintes teoremas exprimem ocorréncias entre a sequéncia de Gibonacci e a Geometria
Analitica no espaco.

Teorema 2. Sejam n, p, ¢ € N. As retas que passam pela origem na direcdo dos vetores dados por
(Gny Gryp» Gnq) 830 coplanares para todo n, onde p e g sdo constantes.

Demonstrag¢do. Considere trés retas que passam pela origem, com seus respectivos vetores diretores,
(Gi, Gitp, Givg). (Gj Gjps Gjnq) € (Gres Gieaps Giaq):
Para mostrar que estas retas sejam coplanares, ¢ preciso mostrar que o valor do determinante

Gi Gi+p Gi+q

D= Gj Gj+p Gj+q ’

Gk Gk+p Gk+q
seja igual a zero. Empregando a identidade G, = Gy Frne1 + Gm-1F,, S€gUE que
Gi  GiFpey +Gi1F,  GiFgey +Gi_4F,
D = (G GiFp1 +Gi_1F, GiFpss +Gi1F,
Gk GiFpi1 + Gr1Fy  GpFgq + G Fy

Gi Gi_1F, Gi_F

Gi_1Fy  Gi_iF,

Ge Gy_1Fy GysF,

G Gi-1 Gy
= EF|G G- G-1|=0,
Gk Gr-1 G

onde de n,p,q € N, com p e g constantes. U

A Figura 16 ilustra o Teorema 2.

FIGURA 16: Plano que contém as retas no Teorema 2, em diferentes perspectivas

FONTE: Acervo da Pesquisa

Uma visualizagdo dinadmica, usando o controle deslizante, pode ser encontrada no seguinte link:

https://www.geogebra.org/m/z2wvifyx
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Teorema 3. Sejam n, p, q, r € N. A familia de planos G,x + G4,y + Gp+4Z + Gp4rr = 0 se interceptam
em uma reta cuja equagdo ¢ independente de n, onde p, g € r sdo constantes.

Demonstra¢do. Como o0s vetores normais da familia de planos sdo todos diferentes, basta interceptar
dois planos quaisquer dessa familia e resolver o sistema de equacdes abaixo:
{Gix + Gi+py + Gi+qZ + Gi+T‘ =0
ij + Gj+py + Gj+qZ + Gj+T = 0,

cuja solugdo ¢ a reta

(x _ _Gi+rGj+p + Gi+pGj+r _ <Gi+qu+p - Gi+pGj+q)A
GiGjp — Giyplj GiGjp — Giyplj

Ty y= —GiGj+r + Gi+rGj _ <GiGj+q - Gi+qGJ'>)L
GiGjsp — GiapGj GiGip = GiapGj
\z = 4,

com A € R. Usando a identidade G,Gpix — GpixGm = (—1)"*1FE,_,cd, onde cd = a? + ab — b?,
tem-se que a reta r resulta em

F._ F,_ E. F
x=(—1)P =L - (-1)7-E1, y=——--22 e z=4,
B B E, B
com A € R, que ndo depende de n. O

A Figura 17 ilustra o Teorema 3.

FIGURA 17: Representacdo geométrica do Teorema 3

FONTE: Acervo da Pesquisa

Para obter uma visualizagdo dindmica, usando o controle deslizante, basta acessar o seguinte link:

https://www.geogebra.org/m/mzhgusdj
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Consideracoes finais

Neste trabalho, ¢ possivel observar como o GeoGebra pode ser uma ferramenta valiosa para a
exploracdo visual de identidades envolvendo as sequéncias de Fibonacci e Lucas, a percep¢ao do que
realmente ocorre no paradoxo de Cassini e a dinamizagdo que surge entre a sequéncia de Gibonacci e a
Geometria Analitica. A visualizagdo muitas vezes facilita a compreensdo de conceitos mais abstratos.

Um outro recurso que o GeoGebra fornece para aprimorar a aprendizagem de teorias ¢ a interagao
entre o usuario e os objetos trabalhados em janelas 2D e 3D.
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