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RESUMO

O calculo de areas de regioes planas se mostra como um tema de grande importancia para a formagdo do aluno
em nivel basico, pela interdisciplinaridade de suas aplica¢des em diversas dreas do conhecimento. Na pratica em
sala de aula, um dos objetivos mais trabalhados envolve reconhecer a drea como grandeza associada a figuras
geométricas usuais (quadrado, retangulo, triangulo, trapézio, entre outros) e solucionar problemas envolvendo
essa grandeza com o uso de diferentes ferramentas de medi¢do e/ou unidades de medida. Por outro lado,
situag¢oes-problema reais como a determinagdo da vazdo, pressdo, superficie de contato, areas desmatadas e até
mesmo o monitoramento de ulceras envolvem o cdlculo de areas de regides planas irregulares (sem uma forma
geométrica definida) e geralmente ndo sdo apresentadas e/ou discutidas nos materiais didaticos do Ensino Médio
(mesmo com sua importdncia reconhecida). Nesse contexto, esse trabalho propés uma pesquisa bibliogrdfica
exploratoria com os objetivos de conhecer o atual curriculo e métodos numéricos relativos ao cadlculo de dreas
de regioes irregulares. Na sequéncia do estudo, esses conceitos foram aplicados no desenvolvimento de um
produto educacional, com uma proposta de sequéncia didatica, para o ensino significativo de calculo de dareas no
2° Ano do Ensino Médio, levando-se em considerag¢do o ambiente o qual o aluno estad inserido. Espera-se que esta
pesquisa possa servir como material didatico para auxiliar professores de Matematica que desejam expandir o
conceito de drea para a solu¢do de problemas de ordem pritica.
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ABSTRACT

The calculation of areas of flat regions is a topic of great importance for student training at a basic level, due to
the interdisciplinarity of its applications in different areas of knowledge. In classroom practice, one of the
objectives involves recognizing the area as a quantity associated with common geometric figures (square,
rectangle, triangle, trapezoid, among others) and solving problems involving this quantity using different
measurement tools and/or units of measurement. On the other hand, real problem situations such as determining
flow, pressure, contact surface, deforested areas and even ulcers monitoring involve the calculation of areas of
irregular flat regions (without a defined geometric shape) and are generally not presented and/or discussed in
high school teaching materials (even with their importance recognized). In this context, this work proposed an
exploratory bibliographical research with the objectives of understanding the current curriculum and numerical
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methods related to the calculation of areas of irregular regions. Following the study, these concepts were applied
in the development of an educational product, with a proposed didactic sequence, for the meaningful teaching of
area calculation in 2 ° Year of High School, considering the environment in which the student is inserted. It is
hoped that this research can serve as teaching material to assist Mathematics teachers who wish to expand the
concept of area to solve practical problems.

Keywords: Teaching Mathematics; 2D geometry, area calculation, numerical methods; applications.

Introducao

O conceito de area pode ser entendido como a quantidade que uma regido plana (delimitada
por entes geométricos) ocupa no espacgo bidimensional que a contém (NUNES, 2011; SANTOS, M.
R.; SANTOS, M. C., 2015; COSTA; BATISTA; MORAIS, 2019; LINTZ, 2020).

O calculo de areas ¢ um dos temas mais importantes no contexto do estudo da geometria plana
no Ensino Basico pela interdisciplinaridade de suas aplicagdes em diversas areas do conhecimento,
essenciais para estudos cientificos e tecnoldgicos em nivel superior (CARDOSO, 2019). Alguns
exemplos envolvem o entendimento de fenomenos e solugao de problemas reais da atualidade, tais
como na cinematica de corpos (THIEGHI, 2021), calculo de vazao (SILVA, 2016; SANTOS, 2021),
pressdo, e centroide de superficies para dimensionamento de estruturas em engenharia (CARDOSO,
2020), dimensionamento de circuitos elétricos, determinagdo da porosidade e superficie de contato
de materiais (TEIXEIRA; COUTINHO; GOMES, 2001), analise da absor¢ao e emissao de luz de
substancias quimicas (VERONEZ, 2017), estudo da termodinamica, capacidade térmica, entropia,
densidade demografica (SANTOS, M. R.; SANTOS, M. C., 2015), georreferenciamento de iméveis
rurais (COSTA, 2018), prevengao de inundacdes (VASCONCELOS et al., 2017), perfil de infiltragao
de agua no solo (PEREIRA, 2007), delimitagdo de terras e desmatamento (PUHL; DIAS, 2017), e até
métodos computacionais de aferimento do tamanho de tulceras para a determinagdo do tratamento

adequado (SALMORA et al., 2016).

No Ensino Fundamental - Anos Iniciais, a partir do 4° ano, os alunos comeg¢am a estudar de
forma intuitiva o conceito de area, realizando, por exemplo, contagem de quadrados que compdem a
regido poligonal de desenhos geométricos especificos. A partir do Ensino Fundamental - Anos Finais
(do 6° ao 9° ano), o conceito de area ¢ apresentado utilizando a decomposi¢do de regides poligonais
por quadrados, retdngulos e/ou tridngulos, utilizando a equivaléncia entre areas (BRASIL, 2018). A
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) descreve que a expectativa elencada para os alunos dos
Anos Finais ¢ a de que eles possam reconhecer a drea como grandeza associada a figuras geométricas
e que consigam resolver problemas relacionados fazendo uso das leis de formagao para o célculo de
areas de regides planas regulares (tridngulos, quadrilateros e circulos), de diferentes ferramentas de
medi¢do e/ou de unidades de medida padronizadas. Nesse contexto, a BNCC (BRASIL, 2018, p. 315)

ainda destaca que o ensino desse tema deve envolver a proposta de “resolver e elaborar problemas
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que envolvam medidas de area de figuras geométricas, utilizando expressdes de calculo de area em

situagdes como determinar a medida de terrenos”.

Para o Ensino Médio, a proposta da BNCC na area de Matematica e suas Tecnologias envolve
consolidar, ampliar, aprofundar e relacionar os conhecimentos construidos pelos alunos no nivel
Fundamental com as habilidades e competéncias elencadas para a aprendizagem significativa neste
nivel escolar. Como exemplo, a BNCC destaca a necessidade de se trabalhar as habilidades
EM13MAT201 e EM13MAT307, as quais indicam a proposicao de a¢des didatico-pedagogicas que
envolvam o calculo de areas com situagdes reais na comunidade do aluno e que empreguem diferentes
métodos de medicdo, incluindo a modelagem e a deducdo de expressdes matematicas viaveis as

solugdes dos problemas (BRASIL, 2018).

De todo modo, diferente do caso das areas das regides regulares descritas, pouco se expde em
sala de aula (e até mesmo na literatura) sobre problemas praticos que envolvam o célculo de areas de
regides planas irregulares. Entenda-se esse tipo de regido como um espago no plano delimitado por
formas geométricas diferentes das regulares ou de formato indefinido, a partir de linhas retas e/ou
curvas (ou da combinagdo entre elas para formar a figura), sem uma lei de formagdo imediata que
possa ser utilizada para o célculo de sua area (LEE et al., 2006; ARDIYANTO; DWINUGROHO;
ARINI, 2012). Essas regides irregulares sao bastante comuns na natureza e nas diversas aplicacdes
citadas anteriormente, mas o calculo de suas respectivas areas ¢ pouco explorado no Ensino Médio
pelo desconhecimento de métodos adequados ao publico-alvo, haja vista suas geometrias nao usuais.
Soma-se a isso, o fato de que a falta de contextualizacao desses problemas com situacdes reais do dia
a dia do aluno, tanto na formacao basica do professor quanto nos livros didaticos, pode representar
outro entrave para a pratica dessa proposta, mesmo com as orientacdes indicadas explicitamente na

BNCC (ROCHA; SILVA, 2020; OLIVEIRA et al., 2020).

Diante da importancia do tema para a aprendizagem significativa de Matematica, ¢ possivel
que o professor do Ensino Médio se questione: como problemas de calculo de areas de regides
irregulares podem ser trabalhados na escola com métodos elementares de célculo, acessiveis ao nivel
escolar do aluno? Na tentativa de apresentar contribui¢des nesse campo de pesquisa em Ensino de
Matematica, realizou-se uma pesquisa bibliografica, de cunho exploratdrio, seguindo as etapas de
investigacao, andlise explicativa das solugdes e sintese integradora (LIMA; MIOTO, 2007), com os
objetivos de abordar o contexto didatico-pedagogico do calculo de areas recomendado pela BNCC
para o Ensino Médio, apresentar técnicas de calculo numérico para a determinagdo dessa grandeza e
aplicar esses conceitos no desenvolvimento de um produto educacional com uma proposta de

sequéncia didatica para o ensino do calculo de areas de regides irregulares. Os resultados da pesquisa
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sdo parte integrante da dissertacdo de mestrado profissional em Matematica de autoria do primeiro

autor deste artigo e sdo apresentados nas se¢des a seguir.

Areas de regioes planas na area de Matematica e suas Tecnologias

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018, p. 530) descreve
explicitamente que “no Ensino Médio, a drea de Matematica e suas Tecnologias deve garantir aos
estudantes o desenvolvimento de competéncias especificas. Relacionadas a cada uma delas, sdo
indicadas, posteriormente, habilidades a serem alcancadas nessa etapa”, sem indicacdo de seriacao
(embora alguns estados, como o de Pernambuco, distribuam as habilidades por bimestre). Nesse
sentido, a BNCC ainda discorre que, “as competéncias nao tém uma ordem preestabelecida”
(BRASIL, 2018, p. 530). Com esse consenso, o calculo de areas ¢ trabalhado nos trés anos escolares
e a definicdo anual dos curriculos e as propostas pedagogicas das escolas em cada estado brasileiro
podem ser flexiveis. Assim, a BNCC deve servir como referéncia para elaboracao e avaliagdo dos
livros didaticos a serem adotados tanto em escolas particulares quanto em escolas publicas em todo

0 territorio nacional.

Nesse contexto, a BNCC (BRASIL, 2018) orienta (além de consolidar e ampliar
conhecimentos adquiridos) habilidades tais como empregar diferentes métodos para a obtengao da
medida da 4rea de uma superficie, resolver e elaborar problemas que envolvem o céalculo de areas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagdes reais, € ainda representar
graficamente a variacdo da area de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados
variam (Quadro 1). A expectativa € que os alunos compreendam que o ato de medir é comparar uma
grandeza com uma unidade padrao e expressar o resultado da comparagdo por meio de um nimero.
Além disso, os estudantes devem resolver problemas oriundos de situagdes cotidianas que envolvam
outras grandezas relacionadas, tais como comprimento, massa, tempo e temperatura (BRASIL, 2018).
Assim, o calculo de area também ¢ indicado na BNCC como pré-requisito para o calculo de volumes

de figuras geométricas tridimensionais (Quadro 1).

QUADRO 1. Competéncias especificas e respectivas habilidades recomendadas pela BNCC (BRASIL, 2018) para o
ensino de calculo de areas no Ensino Médio.

COMPETENCIA ESPECIFICA HABILIDADES BNCC
“Propor ou participar de agdes para investigar | “(EM13MAT201) Propor ou participar de
desafios do mundo contemporaneo e tomar | agdes adequadas as demandas da regido,
decisdes éticas e socialmente responsaveis, | preferencialmente para sua comunidade,
com base na analise de problemas sociais, | envolvendo medigdes e calculos de p. 534

como os voltados a situagdes de saude,
sustentabilidade, das implicagdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da
Matematica.”

perimetro, de 4area, de volume, de

capacidade ou de massa.”
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“(EM13MAT307) Empregar diferentes
métodos para a obteng@o da medida da area
de uma superficie (reconfiguragdes,
aproximagdo por cortes etc.) e deduzir
“Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e | expressdes de calculo para aplica-las em p- 536
procedimentos matematicos para interpretar, | situagdes reais (como o remanejamento ¢ a
construir modelos e resolver problemas em | distribuigdo de plantagdes, entre outros),
diversos contextos, analisando a | com ou sem apoio de tecnologias digitais.”
plausibilidade dos resultados ¢ a adequagdo | “(EM13MAT309) Resolver e elaborar
das solugdes propostas, de modo a construir | problemas que envolvem o calculo de areas
argumentacao consistente.” totais e de volumes de prismas, pirdmides e
corpos redondos em situagdes reais (como
o calculo do gasto de material para
revestimento ou pinturas de objetos cujos p. 537
formatos sejam composi¢des dos solidos
estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.”
“(EM13MATS506) Representar
“Investigar e estabelecer conjecturas a | graficamente a variacdo da area e do
respeito de diferentes conceitos e | perimetro de um poligono regular quando
propriedades  matematicas, empregando | os comprimentos de seus lados variam, p. 541
estratégias e recursos, como observacdo de | analisando e classificando as funcdes
padroes, experimentacdes e diferentes | envolvidas.”
tecnologias, identificando a necessidade, ou | “(EM13MAT509) Investigar a deformagéo
ndo, de uma demonstracdo cada vez mais | de 4ngulos ¢ dareas provocada pelas
formal na validagdo das referidas | diferentes proje¢des usadas em cartografia p- 541
conjecturas.” (como a cilindrica e a conica), com ou sem
suporte de tecnologia digital.”

Fonte: Organizado pelos autores a partir de Brasil (2018).

De forma resumida, o céalculo de areas se apresenta nos livros didaticos com a solugdo de
problemas tedricos e/ou contextualizados envolvendo tridngulos, quadrados, retdngulos, trapézios,
losangos, pentdgonos e hexagonos, além da relagdo com poligonos regulares inscritos em
circunferéncias (DE QUEIROZ; BORGES, 2022). O célculo de areas também se apresenta na
resolugdo de situagdes-problema envolvendo o volume de prismas, piramides, cilindros, cones e
esferas (DOJAS NETO, 2023). A éarea de uma regido poligonal também ¢ trabalhada usualmente nos
livros didaticos pelo método analitico de determinantes, através da decomposicao da figura em

triangulos, a partir das coordenadas de seus vértices (DA SILVA et al., 2024).

Nos ultimos anos, a importancia do calculo de areas para a formacao do aluno em nivel basico
também vem sendo amplamente discutida na literatura como resultado de pesquisas desenvolvidas
diretamente no ambiente escolar (CARDOSO, 2019). Em trabalho de pesquisa recente, determinou-
se o custo para ladrilhar o piso de uma sala, mediante o calculo de sua area equivalente (OLIVEIRA
et al., 2020). Nessa proposta, os autores discutiram desde o contexto historico do tema, medidas de
comprimento, multiplos e submultiplos do metro, o conceito de unidade e sua importancia, passando
pelo conceito e operacdes com fragdes e nimeros decimais, até a apresentacdo de diferentes
instrumentos de medi¢do (como a régua e a trena) necessarios ao calculo das areas de salas e os

respectivos custos para recobri-las com ladrilhos.
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Em outro trabalho realizado na Educacgao de Jovens e Adultos (EJA) - Ensino Médio, mostrou-
se que, mesmo com dificuldades para se calcular areas de figuras planas, os alunos foram capazes de
compreender a diferenca entre area e perimetro (ROCHA; SILVA, 2020). Para facilitar esse
entendimento, usou-se também o proprio espaco da sala de aula na qual os alunos estudavam,
associando o conteudo aprendido com o meio no qual vivenciam. Os autores ainda destacaram que
os alunos puderam utilizar seus conhecimentos profissionais (muitos deles eram comerciantes e até

pedreiros) para associar diversos contextos do dia a dia com a Geometria.

Outras pesquisas encontradas na literatura focam na aplicagao do tema para o calculo de areas
de regides planas irregulares, utilizando diferentes instrumentos que auxiliam nessa medi¢cdo. Os
autores justificam propostas didaticas nesse sentido com o intuito de contextualizar os conteudos
matematicos com situacdes reais. Um exemplo é o georreferenciamento de imoveis rurais, uma
técnica que “permite determinar a posi¢ao exata de um imovel e a sua area. Nesse mapeamento, estao
disponiveis as coordenadas geograficas de posicao de todas as suas confrontagdes, permitindo ao
proprietario saber exatamente onde comegam e onde terminam as suas terras” (COSTA, 2018, p.1).
Um grupo multidisciplinar de professores utilizou o referido método para o mapeamento da area da
escola rural onde eles atuam, localizada na regido do semiarido do nordeste brasileiro (BRITO, 2021).
O georreferenciamento ajudou a identificar, com exatiddo, as por¢des de area construida, de
vegetacdo nativa e de reserva legal da area total do imével, com o objetivo de conscientizar os alunos
quanto as areas liberadas para execu¢do de novas obras e a importancia da preservagdo ambiental do

bioma Caatinga.

Ainda explorando o préprio espaco geografico no qual o estudante esté inserido, foi possivel
sugerir uma acdo pedagogica para mensurar areas desmatadas em um determinado periodo, na regido
de Bom Principio-RS (PUHL; DIAS, 2017). As atividades foram orientadas por professores de
Matematica e Ciéncias e envolveram basicamente nogdes de escala, de proporcao e calculo
aproximado dessas areas a partir da soma de areas de figuras planas regulares equivalentes. O
software Google Earth foiusado como ferramenta para a obtencao das imagens de satélite das regides
desmatadas, bem como as escalas de medigdes a serem utilizadas como referéncia. Como conclusao
do estudo, os autores verificaram que essa contextualizagdo do conteudo, aliada a estratégia de
resolucdo de problemas, influenciou de forma positiva na interacao e participacao ativa do estudante

na constru¢do do proprio conhecimento.

Em outra pesquisa recente, através de uma proposta de sequéncia didatica para o Ensino
Médio, contextualizou-se o célculo de areas de regides planas com o caso do rompimento de uma
barragem de minério de ferro em Brumadinho-MG, em janeiro de 2019 (CORDEIRO NETO, 2019).

O autor destaca que apds o ocorrido, ambientalistas e autoridades tiveram que estimar a area total
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devastada e a modelagem matematica da regidao evidenciou seu contorno geométrico irregular, o que
motivou a proposta com o uso intuitivo e atrativo de técnicas de célculo integral para determinar o
valor aproximado dessa area. E notével que todas essas agdes sio desenvolvidas para que “os
estudantes construam uma visao mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua aplicacao

a realidade” (BRASIL, 2018, p. 527).

Conceitos basicos de métodos numéricos para o calculo de areas

Por simplificacdo, considere uma regiao no plano xy delimitada na parte superior pelo grafico
dey = f(x),comy > 0, Vx € [a, b], na parte inferior pelo eixo x (y = 0) e lateralmente pelas retas

x =aex = b (Figura1).

Figura 1 — Regido do plano xy delimitada pela funcao y=f(x), pelo eixo x e pelas retas x=a e x=b.

AY yv={(X)

/":H\*\ s N\
fENEE) 1%)
ax Xz X3 G b > X
JEU, Iﬂ.
s SR
FAY Hx

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Uma alternativa para se estimar a area total (A) dessa regido irregular ¢ aproxima-la pela soma

, A ~ b-a — .
de areas de n retangulos que a compde, de bases Ax = ——e alturas f(x,), onde X, pertence a cada
subintervalo [x;_; x;], com i=1,2,3,..., n e os extremos do intervalo [a, b] sendo representados por
a=2x, ¢ b=x, Assim, essa aproximacdo pode ser melhorada a medida que aumentamos a
quantidade de retangulos no intervalo [x,, x,,]. Somando os n termos, € possivel obter a area total

ocupada pelos retangulos sob a curva. Esta soma ¢ conhecida como Soma de Riemann da fungao f(x)

e pode ser representada por S, (f):

Sa(f) = fGD-Ax + (). Ax + -+ + (). Ax = XL, f (). Ax (Eq. D).
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De fato, “para calcular uma area, aproximamos a regido por retangulos e fazemos com que o
numero de retdngulos se torne cada vez maior. A 4rea exata serd o limite das somas das areas dos
retangulos” (STEWART, 2006, p. 368). Em notagdo matematica, A = lim .-, f(x,).Ax (Eq. 2).

n—->oo
Note que se n = o0, Ax = 0, e X, pode ser tomado como o extremo superior x; de cada subintervalo,

sem perda de generalidade. Assim, a Eq. 2 se resume a:
A=lim B, f(x).Ax (Eq.3)

A determinacao de areas de regides planas também estd intimamente ligada ao céalculo de

integrais. O Teorema da integral definida de uma funcdo f(x) discorre que, se ela ¢ continua e
integravel em [a, b], entdo a integral definida f: f(x)dx = lim ¥, f(x;).Ax (Eq. 4), onde dx é o
n—>oo

Ax infinitamente pequeno (STEWART, 2006; FLEMMING; GONCALVES, 2006).

Em adicdo, o Teorema Fundamental do Calculo (STEWART, 2006, FLEMMING;
GONCALVES, 2006) discorre que, se y = f(x) € uma fungdo continua sobre o intervalo fechado
[a, b] e se F(x) é uma primitiva de f(x) neste intervalo (F'(x) = f(x)), entdo a integral definida
f:f(x)dx = F(b) — F(a) (Eq. 5). Logo, se f(x) = 0 em [a, b], da analise das Eq. 3, 4 ¢ 5, tem-se
que a area (A) da regido descrita anteriormente ¢ numericamente igual a integral definida de f(x) em
[a, b]. Simbolicamente, A4 Y. f: f(x)dx = F(b) — F(a) (Eq. 6). Para os casos em que o problema de

area no plano xy exige a modelagem do contorno da regido plana por uma fun¢do f(x) < 0 ou entre

fungdes, a Eq. 6 ou o referencial podem ser adaptados para atender a demanda com o uso de integrais.

De todo modo, a Eq.6 apresenta duas limitagcdes para estudos de célculo de areas de regides
planas irregulares em situacdes reais. Em primeiro lugar, a funcdo que modela o contorno da regido
em estudo pode ser conhecida apenas indiretamente, através de uma tabela de dados com valores
discretos (numero limitado de pontos), € ndo por uma expressao analitica que defina um caminho
continuo no intervalo estudado. Em segundo lugar, mesmo que a expressao matematica da funcao
f (x) seja conhecida, nem sempre ela possui uma primitiva F (x). Nestes casos, uma alternativa viavel
¢ calcular a integral definida (e, consequentemente, a area de uma regido plana modelada por esta
integral) de forma aproximada, usando alguns métodos numéricos de integracdo ja bem conhecidos

na literatura, tais como a Regra do Ponto Médio e a Regra dos Trapézios.

Regra do Ponto Médio
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Seja a fungdo cujo grafico é representado pela curva y = f(x). Note que a area da regiao
plana delimitada por f(x), o eixo X ¢ pelas retas x = a e x = b, pode ser aproximada pela soma de
areas de retangulos que compdem essa regido (Figura 2).

Generalizando, a Regra do Ponto Médio discorre que, a drea em questdo pode ser estimada

Xi

— y g —Xi— “ o, . .
usando-se a Eq. 1, fazendo-se x; como o ponto médio (¢; = T”’) do i-ésimo subintervalo [x;_; x;]

de [a, b], com i=1,2,3,..., n:

Figura 2. Regido sob a curva f(x) no intervalo [a, b] aproximada pela soma de quatro regides retangulares (n=4), nesse
intervalo.

y=1(x)

f(l:a)*'-‘—-'---------------/,

f([:a:l@—--..--_......._ /|
f(Cz) T P e '__..—-"
s S e

I‘;’..’“,l,"fik.]_.’,‘f >X

a 1 ci b

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

A= fe).Dx + f(c2). Ax + -+ f(cn). Ax = Xizy f(c). Ax = Ax. X0, f () (Eq. 7),
onde Ax = b_Ta ¢ as imagens dos pontos médios (f(c;)) sdo, respectivamente, as bases e as alturas

dos n retdngulos em [a, b]. Dessa forma, mesmo que a expressdo analitica de f(x) ndo esteja
disponivel na modelagem do problema, as imagens f(c;) podem ser determinadas a partir de suas

cotas no eixo y, levando-se em consideragdo a escala de medi¢ao e o referencial adotados.

Regra dos Trapézios

De modo geral, a Regra dos Trapézios envolve calcular a drea da regido delimitada por f(x),
0 eixo x ¢ as retas x = a ¢ x = b, aproximando-a pela soma de areas de trapézios que a compdoem

(Figura 3). A regra descreve que dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de tamanhos Ax =
b-a in . . L.
Ta, a area da regido sob a curva de f(x) pode ser estimada somando-se as areas de cada trapézio de

alturas Ax ¢ bases f(x;) e f(x;_1), com i=1,2,3,..., n. Organizando-se os termos dessa soma, tem-se:

Ensino da Matematica em Debate (ISSN: 2358-4122), S&o Paulo, v. 12, n. 1, p. 97-117, 2025 105



A~ [f(xo) + 2f(ry) + 2f () + -+ + 2f (ner) + fGe)]. 5 (Eq. 9).

E importante destacar que a analise numérica do calculo de areas envolve outros conceitos
importantes como, por exemplo, a estimacdo do erro de medigdo, os quais nao serdo tratados aqui em
detalhes pelo fato de usarmos apenas as ideias de soma de areas de poligonos regulares para propor
uma estimativa do calculo da area de uma regido plana irregular de interesse, para fins didaticos em

sala de aula, no Ensino Basico.

Figura 3 - Regido sob a curva f(x) no intervalo [a, b] aproximada pela soma de n trapézios que a compdem, nesse

intervalo.
X — Y=f(x)
Arx=0b-a)n
/\
S &)
f(x4) S0 )
J(x) ce Jt)
X=@ X X x-1 x,=b > X

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Produto educacional - sequéncia didatica para o ensino de calculo de areas de regioes planas
irregulares

Informacgaes iniciais

O presente Produto Educacional descreve uma sequéncia de atividades para alunos do 2° Ano
do Ensino Médio. Espera-se que a proposta possa ser aplicada como material de apoio ao professor
para diversificagdo de suas aulas, propondo atividades experimentais para o calculo de areas de

regides planas irregulares através dos métodos numéricos descritos na se¢ao anterior.

A motivagdo para este trabalho estd centrada no fato de que mesmo com a importancia e
interdisciplinaridade reconhecida do tema para a formagdo do aluno em nivel médio, os materiais
didaticos disponiveis, em sua grande maioria, ndo discutem a proposta do calculo de areas de regides
irregulares. Além disso, a abordagem da proposta esta de acordo com o conjunto de competéncias e

respectivas habilidades orientadas na BNCC para a area de Matematica e suas Tecnologias, no Ensino
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Médio (ver Quadro 1). Em adi¢do, a escolha da turma do 2° Ano do Ensino Médio se deu pelo fato
de que os alunos das escolas estaduais de Pernambuco ja estudaram os conceitos e aplicacdes de
funcdes elementares e o calculo de areas de figuras planas regulares, no Ensino Fundamental e no 1°
Ano do Ensino Médio, o que facilita a compreensao dos métodos de calculo de areas de regides planas
irregulares para esses alunos. Uma vez que outros estados, cidades e/ou escolas podem ofertar os pré-
requisitos listados acima em outra fase escolar do Ensino Médio, a série para aplicacdo da sequéncia

pode ser adaptada.

Mais especificamente, a proposta se baseia na execucao de atividades para o calculo de areas
de regides planas irregulares reais utilizando métodos numéricos, como a regra do ponto médio ¢ a
regra dos trapézios. Como exemplo neste trabalho, usou-se regides pertencentes a um municipio (ou
em regides adjacentes) do interior do estado de Pernambuco, local de atuagdo de um dos professores
autores deste trabalho. Vale destacar que essa proposta pode ser facilmente adaptada para a realidade
dos alunos, na localidade onde for aplicada, uma vez que as regides para o calculo de areas podem
ser escolhidas livremente pelo professor com vista a representatividade significativa aos alunos. Para
a execucdo da atividade, os alunos poderdo utilizar instrumentos de desenho como, por exemplo,
régua e/ou esquadro, além de calculadora e planilhas manuais e/ou eletronicas para anotagdes e
organizacao dos dados. Uma sintese das informagdes do Produto Educacional ¢ descrita no Quadro
2. A sequéncia de atividades € composta por trés encontros, cada um com 50 minutos de duragdo. O

Quadro 3 dispde de um resumo das atividades a serem executadas nos 3 encontros.

Quadro 2 - Informagdes gerais sobre a sequéncia didatica proposta.

Célculo de areas de figuras planas irregulares

Tematica Célculo de éreas
Publico-alvo Estudantes do 2° ano do Ensino Médio
Duragdo 3 encontros, cada um com duracdo de 50 minutos
Objetivo da aprendizagem Calcular a area de regides planas irregulares
(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtengdo da
Habilidade da BNCC medida da area de uma superficie (reconfiguragdes, aproximagado por
cortes, etc.) e deduzir expressdes de calculo para aplica-las em situagdes
reais (como o remanejamento e a distribuicdo de plantagdes, entre
outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Quadro 3 - Sintese das agdes a serem executadas na sequéncia didatica.

Encontro Sintese das acdes
Parte 1 - Apresentacao da proposta e motivacao
1° Parte 2 - Apresentacdo dos métodos e exemplos.
Parte 3 - Revisdo e realizac¢do das atividades propostas em grupos.
2° Resolugdo de atividades relacionadas ao célculo de 4reas de regides planas irregulares
pelo método do Ponto Médio e pelo método dos Trapézios.
3° Socializag¢do dos resultados (Avaliacdo).

Fonte: Arquivos dos autores (2024).
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A seguir, serao dados os detalhes de cada um dos encontros e as orientagdes ao professor que

queira aplicar/adaptar essa sequéncia com suas turmas de alunos no Ensino Médio.

1° Encontro

A apresentacdo da proposta e motivacao para o estudo do tema pode ser realizada em sala de
aula, com o auxilio de projetor multimidia e lousa. Sugere-se que nesta primeira parte do encontro, o
professor/mediador possa fazer uma revisao de conceitos e de leis de formagao relativas ao céalculo
de areas de regides planas regulares (com destaque para a do retangulo e a do trapézio). Na sequéncia,
¢ indicado que alguns problemas usuais (aplicados ou ndo) que envolvam o calculo de areas de regides

regulares sejam solucionados analiticamente na lousa, com a participacao dos alunos.

Na sequéncia, sugere-se que o professor apresente aos alunos algumas regides planas
irregulares contextualizadas com situagdes reais, objetivando a discussao matematica e de outros
aspectos relacionados ao tema. Por exemplo, o conhecimento da area de um municipio ¢ importante
para que se possa determinar a densidade demografica do local (n° de habitantes/area do municipio);
a determinacdo da area da secao de um rio, em determinado local que se deseja construir uma ponte,
¢ necessaria para que se possa calcular a vazao de 4gua naquele local e, assim, projetar uma estrutura
de concreto armado que suporte aqueles esfor¢os relativos a dindmica da agua. Exemplos na

localidade onde os alunos estdo inseridos também sdo recomendados nesta etapa.

Apds a motivacao inicial, podem-se fazer algumas perguntas (adaptéveis) aos alunos como,
por exemplo: “Como poderiamos calcular essas areas (as quais sdo necessarias a solucdo dos
problemas reais) se elas ndo representam regides regulares com areas calculadas pelas expressoes
matematicas aprendidas anteriormente na escola?”’; “Serd que os conhecimentos adquiridos sobre
calculo de areas de regides regulares poderiam ser utilizados para solucionar esses problemas?”’; “O
estudo de areas de regioes planas discutidos até aqui sdo significativos na pratica?”’; “Quais estratégias
vocés sugerem para que esses problemas de areas possam ser solucionados?”. O professor mediador
pode enfatizar aos alunos que, na pratica, existem casos como os que foram apresentados, em que nao
h4 uma lei de formacao especifica para o calculo da area e, assim, estimulé-los a propor solucdes para
esses problemas. Apds ouvir e discutir possiveis sugestoes, o mediador deve continuar a apresentagao
informando que existem outros métodos para o calculo da area dessas regides irregulares, de facil

entendimento e que sdo baseados nas formulas de calculo de areas que eles ja conhecem.

Na segunda parte do 1° Encontro, ¢ projetada a apresentagao dos métodos do Ponto Médio e
dos Trapézios. As duas regras exigem inicialmente que o aluno conhega a forma geométrica e a
expressdo para o calculo de areas do retdngulo e do trapézio. Anteriormente aos célculos, o professor

pode apresentar graficamente as ideias de: referenciar/localizar essa regido no plano cartesiano xy;
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de modelar o contorno da regido usando fungdes; e de estimar a area irregular pela soma de areas de
retangulos ou de trapézios que a compdem. Assim, sugere-se apresentar os calculos através de
exemplos simples (por exemplo, com um n pequeno (n = 5)), antes de generalizar os métodos, como
o mostrado na Figura 4. De todo modo, durante a explicacdo da utilizacdo dos métodos sobre os
exemplos, os passos descritos nos Quadros 4 ¢ 5 podem ser adotados, adaptando-se a quantidade n e

a linguagem matematica padrao aos conhecimentos prévios dos alunos.

Quadro 4 - Passo-a-passo para a utilizagdo da regra do Ponto Médio.

Referenciar a regido no plano xy e determinar os seus limites x = a ¢ x = b. Dividir o intervalo [a,
Passo 1 b] em 5 subintervalos [x;_qx;], com i=1,2,3,45 (n =25), calculando o tamanho de cada

. b_
subintervalo (Ax = Ta);

Passo 2 Marcar as cotas dos pontos das extremidades (x,, X1, X5, X3, X4 € X5) de cada subintervalo em [a, b];
Calcular e marcar os pontos médios (c1, ¢z, ¢3,ca€ ¢s) de cada subintervalo;

Determinar os valores das imagens dos pontos médios (f(ci), f(c2), f(c3), f(cs) e f(cs) em cada

Passo 3 subintervalo: (i) a partir da estimag@o (caso ndo se conheca a fungdo que modela o contorno da

regidao) do valor de suas cotas correspondentes no eixo y, levando-se em consideracao a escala de

medig¢do; (ii) ou a partir do calculo das imagens dos pontos médios diretamente na funcao, caso ela

seja conhecida;

Demarcar, na figura representativa da regido, os cinco retangulos formados sobre ela, com suas

Passo 4 | bases Ax e alturas (f(c1), f(c2), f(c3), f(ca) € f(cs);

Calcular a area de cada um dos cinco retdngulos. Aproximar a area irregular pela soma das areas

Passo 5 dos 5 retangulos formados.

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Quadro S - Passo a passo para a utilizagdo da regra do Trapézio.

Passo 1 | Referenciar a regido no plano xy e determinar os seus limites x = a ¢ x = b. Dividir o intervalo [a,
b] em 5 subintervalos [x;_4 x;], com i=1,2,3,4,5 (n = 5), calculando o tamanho de cada subintervalo
(Ax = =2;

Passo 2 | Marcar os pontos das extremidades (xg, X1, X2, X3, X4 € X5) de cada subintervalo em [a, b];

Passo 3 | Determinar os valores das imagens das extremidades de casa subintervalo (f(x,), f(x;), f(x,), f(x3),
f(x,) e f(xs5)): (i) a partir da estimagdo (caso ndo se conhega a fungdo que modela o contorno da
regido) do valor de suas cotas correspondentes no eixo y, levando-se em consideragdo a escala de
medicdo; (ii) ou a partir do calculo das imagens diretamente na fun¢fo, caso ela seja conhecida;
Passo 4 | Demarcar, na figura representativa da regido, os cinco trapézios formados sobre ela, cada um com
altura Ax e bases f(x;) e f(x;_1), com i=1,2,3, 4, 5;

Passo 5 | Calcular a area de cada um dos 5 trapézios. Aproximar a area irregular pela soma das areas dos 5
trapézios formados.

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

A seguir, um exemplo que pode ser utilizado para a aplicacdo dos métodos descritos (Figura
4), o qual consiste em estimar a area da regido delimitada por uma linha curva (modelada por uma
funcao f(x) de expressdo analitica desconhecida) e o segmento de reta CC', devidamente referenciados
no plano cartesiano xy. O professor mediador pode organizar os dados e calculos em uma planilha

fisica ou eletrOnica para apresentacao aos alunos.

Figura 4 - Ilustragdo de uma regido plana irregular referenciada no plano xy, entre f(x) e o segmento cc’, sugerida para
a exemplifica¢do dos métodos.
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Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Na tultima parte do 1° Encontro, ¢ sugerido que o mediador revise os calculos com os alunos
e os questionem se o valor calculado para a area da regido plana irregular, usando os dois métodos,
pode ser melhorado ao ponto de se aproxima-lo ainda mais do valor exato dessa area. Nesse momento,
pode-se apresentar aos alunos como a regido da Figura 4 ficaria sobreposta por retangulos e/ou
trapézios se fossem escolhidos valores de n cada vez maiores para subdividir o segmento CC' ¢ assim
discutir possibilidades de aumentar essa quantidade de forma viavel e exequivel. Ainda nesse
encontro, sugere-se que o professor divulgue a atividade para o préximo encontro, que podera ser

realizada em grupo de alunos.

2° Encontro

No 2° encontro, sugere-se a apresentagao e inicio da execugao da atividade de calculo de areas
de regides irregulares, com os grupos de alunos definidos no 1° Encontro. Durante a apresentagao das
situagdes-problema da atividade, o professor pode discutir e orientar os grupos com relagdo a escolha
adequada do referencial ortogonal (com vista a facilitar as medi¢des das cotas x e y nos eixos
cartesianos); ¢ a determinacdo correta dos valores dos parametros necessarios a utilizagdo dos
métodos (Quadros 4 ¢ 5), levando-se em consideragdo a escala de medi¢ao adotada. O aluno podera
fazer a conversao das medidas no papel para o tamanho real da area, utilizando a regra de trés simples.
E recomendavel que o professor confeccione uma tabela para que cada grupo de alunos possa
preencher os dados coletados durante os experimentos, para fins de organizacdo e evolugdo dos

calculos (como sugerido na Figura 5).

Figura 5 - Modelos de tabelas para anotagdes dos registros experimentais do calculo de areas, utilizando a regra do
Ponto Médio e a regra dos Trapézios.
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Modelo - regra do Ponto Medio
sSubintervalo [x;_; x;], Base | Base Ponto Altura Altura Area do retingulo
i=1.2.3...n Ax | (lm) médio (fic;) {lam) em cada subintervalo
(cm) =fes | (em) (k)
[
[x5_a,7]
Area total - - - - - Soma das dreas dos
aproximada (km?®) retingulos
Modelo - regra dos Trapéezios
Subintervalo Basel | Basel | Base? | Base2 Altura Altura Area do trapézio
[xiq 21, fle;q) [ (km) flxg) (km) Ax (lam) em cada subintervalo
i=1,2,3, .1 (cm) (cm) (cm) (fkm?)
[rgx]
[%n_s%A]
Area total - - - - Soma das dreas dos
aproximada (km?) frapézios

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Situagdo-problema 1. Um municipio do interior do estado de Pernambuco (Figura 6) tem uma
area de aproximadamente 1.831 km? e conta com uma populagdo de mais de 18.321 habitantes,
segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). A cidade ¢ reconhecida como a terra
dos primeiros bonecos gigantes, Z¢ Pereira e Vitalina. Pede-se para calcular a area aproximada do

municipio a partir de sua representacdo no mapa (Figura 6), usando a regra dos Trapézios (seguindo

as orientacdes disponiveis nos Quadros 5 e 6).

Figura 6 — Area de um municipio no estado de Pernambuco.
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Fonte: Google Maps (2024).

Quadro 6 - Orientacdes para o calculo da area da situagdo-problema 1.

Grupo 1

Calcular a area aproximada do municipio, utilizando a regra dos Trapézios, com n=5;

Grupo 2

Calcular a area aproximada do municipio, utilizando a regra dos Trapézios, com n=14;
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Grupo 3 Calcular a drea aproximada do municipio, utilizando a regra dos Trapézios, com n=28;
Passo 1 Definir a localizag@o dos eixos perpendiculares x e y;

Passo 2 Seguir o passo-a-passo para a utilizacdo da regra dos Trapézios descrito no Quadro 5;
Passo 3 Organizar os dados coletados usando a Tabela disponivel na Figura 5.

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Escolhendo-se os referenciais sugeridos na Figura 7, a 4rea total da regido do municipio pode

ser calculada como a soma das areas A; e As.

Figura 7 — Regido do municipio referenciada, com a sobreposi¢do de trapézios (n = 28).
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vY
Arquivos dos autores (2024).

Nessa configuracao, por exemplo, usando n = 28, € possivel estimar a area da regido com o
valor de aproximadamente 1.821 km?, um erro relativo de apenas 0,55% para o valor real da area.
Como sugerido, também ¢ possivel calcular essa area usando menores valores de n e/ou a regra do
Ponto Médio (Quadro 4). Escolher um n igual ao usado com o método dos Trapézios € interessante
porque os grupos de alunos podem comparar os resultados obtidos usando as duas técnicas. De todo
modo, os procedimentos de calculo realizados por cada grupo para obtencao das dreas comn = 5,14 ou

28 serao socializados e discutidos no 3° Encontro.
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Situagdo-problema 2. Uma cidade do interior de Pernambuco ¢ uma das maiores exportadoras
de manga do Brasil. Pede-se para calcular a drea aproximada da area cultivada de uma propriedade

rural produtora de manga (area em verde, Figura 8), usando-se a regra do Ponto Médio.

Figura 8 - Vista aérea de satélite de uma area rural com produgio de manga, localizada em uma cidade do estado de
Pernambuco (localizagdo: 8°34'19.0"S 39°15'47.0"W).

Fonte: Google Maps (2024).
Para essa atividade, o professor pode sugerir as acdes descritas no Quadro 7.

Quadro 7 - Orientagdes para o calculo da area da situagdo-problema 2.

Grupo 4 Calcular a area aproximada da regido de cultivo, utilizando a regra do Ponto Médio, com n=5;
Grupo 5 Calcular a area aproximada da regido de cultivo, utilizando a regra do Ponto Médio, com n=14;
Grupo 6 Calcular a area aproximada da regido de cultivo, utilizando a regra do Ponto Médio, com n=28;
Passo 1 Definir a localizag@o dos eixos perpendiculares x e y;

Passo 2 Seguir o passo-a-passo para a utilizagdo da regra do Ponto Médio descrito no Quadro 4;

Passo 3 Organizar os dados coletados usando a Tabela disponivel na Figura 5.

Fonte: Arquivos dos autores (2024).

Situagdo-problema 3. Em um municipio do interior de Pernambuco, existe uma praca que ¢
frequentemente utilizada para o lazer da comunidade local (Figura 9). Pede-se para calcular a area

aproximada dessa praga.

Situagdo-problema 4. Um municipio localizado no Sertdo pernambucano possui um total de
88 ilhas. Uma delas ¢ a Ilha do Cachaui (Figura 10). Nessa ilha (além de um ponto turistico local) se
pratica a agricultura familiar e a criagdo de animais (caprinos, ovinos € bovinos), destinadas ao
mercado consumidor local. Pede-se para calcular a area aproximada da ilha.

Situagdes-problema como a 3 e 4 também podem ser trabalhadas pelo professor mediador,

propondo varia¢des no niimero de subintervalos e/ou da técnica de estimagao de areas.
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Figura 9 - Vista aérea de satélite de uma praca em um municipio de Pernambuco (localizagdo: 8°46'02"S 38°57'18"W).

Fonte: Google Maps (2024).

Figura 10 - Vista aérea de satélite de uma ilha localizada em um municipio do interior do estado de Pernambuco
localizacdo: 8°43'49"S 39°01L§8"W .
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Fonte: Google Maps (2024).
3° Encontro

No ultimo encontro, ¢ proposta a socializagdo dos trabalhos. Cada grupo exibira os resultados
obtidos a partir da apresentacao da respectiva situagao-problema, dos dados coletados e organizados
nas tabelas e dos calculos realizados para a estimagio da area. E importante que o professor
acompanhe a apresentagdo destacando os acertos e discutindo com os alunos possiveis erros de
medigdo. O objetivo € mostra-los que mesmo seguindo diferentes métodos para obtengdo da solucao,
os resultados devem estar proximos uns dos outros, € que valores de area divergentes podem estar
associados a execucao da técnica numérica escolhida, das ferramentas de medicao e até mesmo das
acoes de medigao do observador.

Salienta-se também que o professor, como mediador do processo de aprendizagem, pode
propor o estudo de outras regides irregulares e/ou outras situagdes-problema (representativas do
ambiente o qual o aluno esta inserido).
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Consideracoes finais

Neste estudo, a tematica do calculo de areas de regides planas na BNCC foi mostrada e
discutida em detalhes e retornou a sua importancia para a formagao do aluno no Nivel Médio. Em
adicdo, verificou-se que o tema se mostra atual na area de pesquisa em Ensino de Matematica, e tem
sido enfatizado na literatura com propostas metodologicas alternativas para a melhoria do ensino de
Matematica.

Todos esses conceitos apresentados e discutidos foram essenciais para que fosse possivel a
apresentacao de técnicas numéricas acessiveis para o calculo aproximado de areas de regides planas
irregulares, bem conhecidas no Ensino Superior, mas pouco difundidas na Educacdo Basica, mesmo
com o potencial de usabilidade demonstrado. Assim, conceitos basicos das regras do Ponto Médio e
dos Trapézios foram adaptados ao nivel escolar trabalhado, para o desenvolvimento de uma proposta
de sequéncia didatica interdisciplinar. A proposta envolveu a solugdo de problemas de apelo local e
de ordem pratica, a partir do calculo de areas territoriais (municipio, praga, propriedade rural e ilha),
com linguagem acessivel ao publico-alvo, e auxilio da ferramenta gratuita Google Maps.

Com base no que foi desenvolvido até aqui, planeja-se que a continuidade do trabalho envolva
a execucdo de um estudo de caso com os alunos de escolas publicas locais, aplicando a sequéncia
didatica em sala de aula, e avaliando os resultados praticos da pesquisa com base na teoria
apresentada. Espera-se que este trabalho de pesquisa possa servir como material didatico de consulta
para os professores de Matematica que desejam aplicar e ressignificar conceitos de calculo de areas

para a solugdo de problemas reais.

Recebido em: 10/01/2024
Aprovado em: 27/01/2025
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