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Resumo

As Geometrias Plana, Analitica e Espacial, doravante designadas GEOPAES, enquanto
disciplinas de Matematica exigem que os(as) estudantes sejam capazes de visualizar e
interpretar figuras geométricas referentes aos saberes matematicos a ensinar previstos nos livros
didaticos. Como auxiliar o(a) Professor(a)* no ensino e o(a) estudante na aprendizagem de
saberes de GEOPAES, favorecendo a referida visualizagdo e a interpretacdo no ensino em que
esses livros sdo utilizados? Responder esse tipo de questdo ¢ um dos nossos objetivos neste
artigo, que apresenta uma modelagem paramétrica e gestao de codigo de um material didatico

construido em ambiente computacional, materializado na impressora 3D, tornando-se palpavel
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a “mao livre”. Essa modelagem e gestdo sdo praticas usuais em pesquisas realizadas no
GPEMAC?, no Laboratério de Visualizagio Matematica (L@VIM) da UESC, e vém servindo
o(a) Professor(a) no ensino e o(a) estudante na aprendizagem matematica, bem em outras
disciplinas onde a GEOPAES encontra um habitat nessa instituicido. Um PCOC (que se €,
“Peceocé) impresso em 3D pode contribuir na identificagdo e reconhecimento de elementos
geométricos notdveis no modelo, na manipulagdo e no seu posicionamento em relagdo ao
sistema de coordenadas, na aplicagdo do procedimento “tomografico” que examina as
intersecgdes de superficies que o delimitam, favorecendo a analise de tracos e de curvas de
niveis, entre outros procedimentos que podem ser utilizados pelo(a) Professor(a) e pelo(a)
estudante. O modelo apresentado nesse artigo evidencia um tipo dessas interseccdes por
consequéncia do objeto geométrico observado nos livros didaticos.

Palavras-chave: Geometrias, Modelagem paramétrica, Sofiware maple, Impressora 3D.

Abstract

Plane, analytical, and spatial geometries, which we refer to as GEOPAES, are mathematical
topics that require students to visualize and interpret geometric figures related to the
mathematical knowings to teach, as outlined in textbooks. How can we assist Teachers in their
teaching and students in learning GEOPAES knowings, favoring such visualization and
interpretation in the teaching that utilizes those books? Answering this type of question is one
of our objectives in this article, which presents a parametric modeling and code management
of a teaching material built in a computational environment, materialized in the 3D printer,
becoming tangible by “free hand”. These modeling and management practices are standard in
research carried out at GPEMAC, in the Laboratory of Mathematical Visualization (L@VIM)
of UESC, and have been serving the Teacher in teaching and the student in learning
mathematics, as well as in other subjects where GEOPAES is found in this institution. A 3D-
printed PCOC can contribute to the identification and recognition of notable geometric
elements in the model, in the manipulation and positioning of the model in relation to the
coodinate system, in the application of the “tomographic” procedure that examines the
intersections of surfaces that delimit it, favoring the analysis of traces and contour lines, among
other procedures that the Teacher and the student can use. The model presented in this article
highlights one type of these intersections, resulting from the geometric object observed in the

textbooks.
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Resumen

Las Geometrias, Planas, Analiticas y Espaciales, en adelante GEOPAES, como materias de
Matematicas, requieren que los(as) estudiantes sean capaces de visualizar e interpretar figuras
geométricas relacionadas con los conocimientos matematicos a ensefiar, previstos en los libros
de texto. ;Cémo ayudar al(a) la Profesor(a) en la ensefianza y al(a) la estudiante en el
aprendizaje de los conocimientos GEOPAES, favoreciendo la mencionada visualizacion e
interpretacion en la ensefianza donde se utiliza estos libros? Responder a este tipo de preguntas
es uno de nuestros objetivos en este articulo, en el que presentamos el modelado paramétrico y
la gestion de codigo de un material didactico construido en un ambiente computacional,
materializado en la impresora 3D, haciendo tangible la “mano libre”. Esta modelizacion y
gestion son practicas habituales en las investigaciones realizadas en GPEMAC, en el
Laboratorio de Visualizacion Matematica (L@VIM) de la UESC, y han estado al servicio
del(de) la Profesor(a) en la ensefianza y del(de) la estudiante en el aprendizaje matematico, asi
como en otras materias donde GEOPAES encuentra un hébitat en esta institucion. Un PCOC
impreso en 3D puede contribuir a la identificacion y reconocimiento de elementos geométricos
notables en el modelo, manipulaciéon y posicionamiento en relacion con el sistema de
coordenadas, en la aplicacion del procedimiento “tomografico” que examina las intersecciones
de superficies que lo delimitan, favoreciendo el andlisis de lineas y curvas de nivel, entre otros
procedimientos que pueden ser utilizados por el(la) Profesor(a) y el(la) alumno(a). El modelo
presentado en este articulo destaca un tipo de estas intersecciones como consecuencia del objeto
geométrico observado en los libros de texto.

Palabras clave: Geometrias, Modelado paramétrico, Software de arce, Impresora 3D.

Résumé

Les Géométries Plane, Analytiques et Spatiales, ci-apres dénommées GEOPAES, en tant que
matieres mathématiques, exigent que les étudiants soient capables de visualiser et d'interpréter
des figures géométriques liées aux connaissances mathématiques a enseigner, prévues dans les
manuels. Comment aider le Professeur dans l'enseignement et I'é¢tudiant dans l'apprentissage
des connaissances de GEOPAES, en favorisant la visualisation et l'interprétation
susmentionnées dans I'enseignement ou ce livre est utilisé ? Répondre a ce type de questions
est I'un de nos objectifs dans cet article, dans lequel nous présentons la modélisation

paramétrique et la gestion du code d'un matériel pédagogique construit dans un environnement
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informatique, matérialis¢é dans l'imprimante 3D, le rendant tangible & "main libre". Cette
modé¢lisation et la gestion sont des pratiques courantes dans les recherches menées au
GPEMAC, au Laboratoire de Visualisation Mathématique (L@VIM) de I'UESC, et ont servi le
Professeur dans I'enseignement et I'é¢tudiant dans 1'apprentissage des mathématiques, ainsi que
dans d'autres matiéres ou les GEOPAES trouve son habitat dans cette institution. Un PCOC
imprimé en 3D peut contribuer a l'identification et a la reconnaissance des ¢éléments
géométriques notables dans ce modele, a la manipulation et au positionnement par rapport au
systeme de coordonnées, dans I'application de la procédure « tomographique » examinant les
intersections de surfaces qui le délimitent, favorisant 1'analyse des traces et des courbes de
niveau, entre autres procédures pouvant étre utilisées par I'enseignant et 1'étudiant. Le modeéle
présenté dans cet article met en évidence un type de ces intersections par conséquence de 1'objet
géométrique observé dans le manuel.

Mots-clés : Géométries, Modélisation paramétrique, Logiciel maple, Imprimante 3D.
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Figura geométrica no livro e 0 PCOC Correspondente a mao livre: uma gestiao de
codigos para a impressora 3D

Dentre os diversos elementos constituintes do sistema social do ensino, a Noosfera,
conforme designado por Chevallard (1992), o livro didatico, doravante designado LD, se
configura como um dos elementos consultados pelo Professor na sua pratica efetiva, antes de
entrar em sala de aula, contribuindo, portanto, para a organizacao dos objetos ensinados. Além
disso, ocupando o segundo nivel no processo da transposi¢ao didatica, mostrado mais adiante,
o LD, como elemento institucional (Henriques, Nagamine A, & Nagamine C, 2012, p. 1263),
vem, ao longo dos anos, se constituindo como objeto de investigagdo em Educagdo, em especial,
em Didatica e Educacdo Matematica. Este elemento permite revelar as Organizacdes
Matematicas Dominantes (OMD), e consequentemente, as praxeologias dos objetos visados nas
instituicdes de referéncias, nas quais sdo adotadas. Neste artigo, nos interessamos,
particularmente pelas OMD no ensino de GEOPAES, partindo da hipotese de que as
Geometrias Plana, Analitica e Espacial, como ramos ou disciplinas basicas de Matematica,
exigem que os estudantes tenham uma visualizagdo e interpretagdo de figuras geométricas
previstas nos LD, seja no espaco uni ou bi, seja no espago tridimensional.

Essa hipotese, centrada nas dificuldades de visualizagdo e interpretacdo de objetos
geométricos pelos estudantes, principalmente em trés dimensdes, em que as exigéncias sdo
maiores, pelo fato de que o fendomeno “ver em 3D” se traduz em dificuldade da maioria de
estudantes nos diversos niveis de ensino, ja fora comprovada por varios pesquisadores em
Didatica da Matematica e Educacdo Matematica, interessados pelo ensino e aprendizagem de
GEOPAES, dentre os quais podemos citar: Salazar, Vita e Almeida (2008), Palles (2012),
Bridoux e Nihoul (2015), Marques (2016) e Ramos (2018). Esses pesquisadores mostram que
o fenomeno persiste no decorrer dos anos, nas diferentes geragdes. Sustentamos, com base na
nossa experiéncia e nas pesquisas revisitadas, que o aprendizado do estudante também depende
das condi¢des do ensino e (ou) dos recursos didaticos que estdo a sua disposi¢ao, assim como
do Professor. Como auxiliar esse ultimo no ensino e o estudante na aprendizagem de saberes
de GEOPAES, favorecendo a visualizacdo e a interpretacdo de figuras geométricas
apresentadas em livros didaticos na instituicao de ensino onde esses livros sdo utilizados?

Fornecer ao menos uma resposta a essa questdo ¢ um de nossos objetivos neste artigo,
no qual apresentamos uma modelagem paramétrica e gestdo de codigo de um recurso didatico,
inspirado na analise de uma figura geométrica proposta em um LD, produzido no ambiente
computacional na perspectiva de PCOC (cf. Defini¢do 5 mais adiante) e materializado na

impressora 3D. Com essa materializagdo, um PCOC torna-se um material concreto manipulavel a
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“mao livre”, Util para o Professor no ensino, e para o estudante na aprendizagem de conceitos
matematicos correspondentes em GEOPAES.

Para isso, organizamos este artigo em cinco partes: na primeira, apresentamos onze
defini¢des importantes na compreensao do artigo, identificadas por Definig¢do 1, Definicao 2, e
assim por diante, com citagdes ou defini¢des nossas. A segunda parte consiste na escolha de
uma instituicdo de referéncia, de um livro didatico e de uma figura geométrica como objeto do
saber proposto nesse livro que analisamos, descrevendo, por conseguinte, o tratamento
algébrico necessario na modelagem paramétrica do PCOC associado a esse objeto, utilizando,
inicialmente, as técnicas do ambiente papel lapis (cf. Defini¢do 2). Na terceira parte,
apresentamos as potencialidades (Henriques, 2021b) do ambiente computacional que
utilizamos nessa modelagem, a saber, o software Maple. Na quarta parte, implementam-se a
modelagem e a gestdo do codigo do referido PCOC (cf. Defini¢do 5) para a impressora 3D,
utilizando as potencialidades de ferramentas especificas desse software, estabelecendo-se
assim, uma alianga entre o ambiente papel lapis e o ambiente computacional mediando o
tratamento algébrico realizado na segunda parte. Na quinta, sendo a tltima parte, apresenta-se
o processo da configuragdo do PCOC, também denominado fatiamento, em um software
intermediario entre o software de produ¢ao do modelo e a impressora 3D, obtendo-se assim, o
modelo para a impressdo em 3D e as consideracdes finais.

Assim, além de respondermos a questdo motora deste artigo, a modelagem paramétrica
implementada aqui pode servir de referéncia para a producdo de outros PCOC como materiais
didaticos manipulaveis a “mao livre” Uteis no ensino e na aprendizagem de saberes matematicos,
utilizando o software Maple ou qualquer outro software munido de potencialidades similares,

replicando assim a referida modelagem e gestdo de codigo para a impressora 3D.

Algumas defini¢des iniciais

Em toda ciéncia, as defini¢des sdo entendidas como formas de explicar os conceitos ou
sentidos de palavras, termos, expressoes ou até¢ mesmo de pensamentos ou ideias colocadas em
jogo. Assim, julgamos fundamental que um artigo torne explicitos os termos utilizados pelos
autores no desenvolvimento do trabalho, favorecendo ao leitor uma compreensdo paritaria dos
conceitos colocados em pratica na obra. Neste artigo, apresentamos as defini¢cdes de:
transposi¢cdo didatica; figura geométrica; PCOC; crivo geométrico; ambiente papel lapis;
ambiente computacional; visualizagdo; modelagem paramétrica; gestdo de coddigo para a
impressao 3D, e material concreto manipulavel a “mao livre” que colaboram nos discursos que

empregamos.
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Comegamos com base nas concep¢des de Duval (1993, 1995), sublinhando que
contrariamente a no¢do da visdo, que fornece um acesso direto a um determinado objeto
observado a olho nu, a visualizagao definida a seguir ¢ um processo cognitivo mais complexo
e fundamental no desenvolvimento de competéncias, em especial, matematicas.

Defini¢ao 1: A visualizagdo ¢ uma competéncia cognitiva, baseada na produgio e mobilizagdo
mental de uma representagdo semiotica de um objeto do saber, e controla a organizagdo das relacdes
entre unidades figurais significativas dessa representacao, podendo ser externada em um dado registro
(nossa defini¢ao).

Por exemplo, na tarefa “descrever, na lingua materna, a superficie de equagdo dada por
mx? + ny? —pz? —q = 0, sendo m,n,p e q nimeros reais nio nulos” (Henriques, Farias,
Funato, 2024, p. 19), os estudantes em cursos universitarios de Calculo Diferencial e Integral revelam
dificuldades para fornecer a descricdo requerida, que se manifesta pela auséncia da produgio e
mobilizagdo mental da representagdo semiética correspondente a tal equagdo no registro grafico. Eles
ndo conseguem, imediatamente, visualizar e associar essa equacao a forma reduzida da equacao do
hiperboloide de uma folha que estudaram em Geometria Analitica.

Referindo-se aos registros de representagdo semidtica no contexto de Duval (1993,
1995, 2012), Henriques ¢ Almouloud (2016) destacam quatro registros predominantes em
Matematica, notadamente: a lingua materna, o registro algébrico, o registro grafico e o registro
numérico, dotados de signos proprios e regras de conformidades que os distinguem entre si.

A Defini¢ao 1, portanto, colabora com a nossa problematica e hipdtese, no que diz
respeito a aprendizagem em GEOPAES, mobilizando diferentes registros de representacdo
semiotica, e consequentemente a transposi¢do didatica. Nessa perspectiva, Chevallard (1985)
teve uma grande contribui¢do ao disseminar na comunidade académica o conceito da
transposi¢ao didatica, a partir de um curso ministrado na primeira escola de verdo da Didatica
de Matematica realizada em Chambrousse (Franca), em julho de 1980. Podemos traduzir a ideia
apresentada pelo autor na Defini¢ao 2 a seguir.

Definicio 2: A transposi¢ao didatica € o processo de transformagdo que um dado objeto do
saber sabio sofre com a finalidade de ser um saber ensinado e consequentemente aprendido (Chevallard,
1985, tradugdo nossa).

Conforme esquematizado na Figura® 1, o processo da transposicdo didatica contempla

essencialmente quatro niveis ou escalas que exprimem os estagios e a dinamica de um dado

6 Chamamos atengdo ao termo “Figura” empregado em Textos Académicos (TA), tendo em vista a nogdo de figura
geométrica descrita na Defini¢do 6. Em TA, o termo “Figura” numerado sequencialmente indica o espago reservado no
texto no qual ¢ apresentado um objeto ou esquema ilustrativo que ndo € necessariamente uma figura geométrica.
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objeto do saber, pensado, criado ou descoberto, inicialmente por cientista(s).

Saber Saber a Saber Saber
. >e i ey
Sabio Ensinar Ensinado Aprendido
(1) 2) 3) 4)

Figura 1.

Processo da Transposi¢cao Didatica (Henriques, 2019, p. 103)

O saber sabio (nivel 1) ¢ um conhecimento extraescolar ou académico que precede
culturalmente o trabalho cientifico. Trata-se do saber de referéncia sabio, fruto de descobertas
pessoais ou de grupos de pessoas, cientistas etc. O saber a ensinar (nivel 2) ¢ um saber descrito
ou proposto em livros diddticos ¢ (ou) em outras fontes literarias, resultado do saber sabio.
Saber ensinado (nivel 3) ¢ o saber organizado pelo Professor com base no saber a ensinar.
Saber aprendido (nivel 4) ¢ o conhecimento adquirido pelo estudante a partir do saber ensinado,
organizado pelo Professor, em uma determinada instituicao de referéncia.

Dois termos que emergem na descrigdo do processo da transposicdo didatica que
merecem uma atengdo: o saber e o conhecimento, que parecem confundirem-se entre si. Ora,
apoiados em trabalhos de Brousseau (1998), torna-se importante especificarmos a diferenca
entre esses termos. O saber ¢ um meio social e cultural que permite identificar, organizar,
validar e empregar conhecimentos. O conhecimento, por sua vez, € o ato ou capacidade humana
de entendermos os fatos, necessario para resolver os problemas que se esperam ser dominados pelo
sujeito, em particular estudantes: alguns conhecimentos nao sdo explicitaveis, outros sdo os saberes
ensinados (nivel 3) convertidos em meios ou estratégias de resolucdo de problemas.

Neste artigo, damos ateng¢do particular ao saber proposto no segundo nivel como fonte
do Professor, e revelador de Organizagdes Matematicas Dominantes (OMD) nas instituicoes,
saber este que ¢ geralmente praticado em sala de aula tanto pelo Professor quanto pelos
estudantes, mediante a mobilizagdo de técnicas usuais dos ambientes papel lapis e(ou)
computacional.

Definicio 3: Um ambiente papel lapis ¢ um espaco usual de estudo constituido por
ferramentas como: papel, 1apis, caneta, borracha etc. O quadro, o piloto ou giz também se enquadram
nesse ambiente. (Henriques, 2019, p. 26). Articular as praticas realizadas mediante a aplicagdo das
técnicas e ferramentas do ambiente papel 1apis com o trabalho equivalente implementado em
um ambiente computacional (Definicao 4) pode contribuir positivamente na potencializagdo e
aprendizagem dos saberes matematicos visados.

Definicdo 4: Um ambiente computacional ¢ o espaco virtual de estudo constituido de
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ferramentas como: o computador, o software, a internet, a calculadora, a Impressora 3D, etc. (Henriques,
2019, p. 26)

A mobilizacdo das técnicas de realizacdo de tarefas de GEOPAES em diferentes
registros de representagao semiotica nos dois ambientes de aprendizagem, e a relagdo entre elas
quando os dois ambientes se entrelagam nas atividades instrumentais, exerce um papel
preponderante na modelagem paramétrica de um PCOC (Defini¢do 5). Isso significa que o
Professor deve lidar muito bem com o saber a ensinar (nivel 2) para organizar melhor o saber ensinado
(nivel 3), utilizando as técnicas do ambiente papel lapis. Pois, estes conhecimentos favorecem uma
modelagem pertinente de PCOC em um ambiente computacional. Mas, o que ¢ um PCOC?

Definicdo 5: Um Projeto de Construciao de Objetos Concretos (PCOC) ¢ um modelo
matematico descritivo idealizado a partir da analise de uma tarefa (exercicio, exemplo, problema)
institucional que resulta em um objeto construido com materiais concretos e (ou) com auxilio de um
ambiente computacional de aprendizagem (Henriques, 2019, p. 32).

Em condigdes normais da transposi¢ao didatica, um PCOC pode ser modelado a partir
de uma figura geométrica proposta nos saberes matematicos a ensinar (nivel 2), isto €, nos livros
didaticos ou em outras fontes literarias, ou ainda elaborado a partir da idealiza¢ao do Professor
com base na organizacdo do saber ensinado (nivel 3). No ambito de construgdes geométricas,
em ambiente papel lapis, sdo classicamente consideradas as relagdes entre desenho e figura
geométrica. O desenho quando ja tragado, representa o0 mundo sensivel de um objeto que o
matematico denomina de figura geométrica e que intervém no raciocinio intelectual. Assim,
desenho em Matematica € uma representacdo de uma figura geométrica, que definimos como segue.

Definicio 6: Um desenho ¢ um tracado em uma folha de papel ou na tela de um
computador. Quando um desenho representa um objeto matematico (tridngulo, paralelogramo,
por exemplo), ¢ denominado de figura geométrica.

Chaachoua (1997) mostra que o desenho adota alternadamente diferentes estatutos no
ensino. E considerado como um objeto fisico em si mesmo, como uma representa¢io de um
objeto geométrico (figura geométrica) ou de um objeto fisico.

Nesta perspectiva, Parzysz (2002, p. 85) postula a coexisténcia de dois paradigmas
geométricos dos quais o Professor deve tomar consciéncia, para favorecer a aprendizagem em

Geometria, para os seus estudantes:

uma geometria espacgo-grafica (G1), na qual os objetos em jogo sdo de natureza fisica
(maquetes, desenhos, imagens na tela, ...) e as validag¢des do tipo perceptivo (ponto de
vista, medida). Uma geometria proto-axiomatica (G2), na qual os objetos em jogo sdo
de natureza tedrica e as validagdes do tipo hipotético-dedutivas.
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Portanto, o desenho pode ser uma interface entre as facetas da Geometria para prever
uma mudanga gradual nas praticas dos estudantes, de um problema pratico, em que predomina
a Geometria G1, para um problema geométrico, marcado por uma forte presenca da Geometria
G2. (Mathé & Doz, 2019).

A “distingdo entre desenho e figura geométrica ¢ geralmente despercebida nos Livros
Didaticos, consequentemente, no ensino tradicional” (Henriques, 2001, p. 33). Mas, a utilizagao
do material concreto manipulavel (Definigdo 7) a “mao livre”, tais como os PCOC
materializados na impressora 3D, pode servir de incentivo para motivar essa distingdo no ensino
e na aprendizagem da Matematica.

Defini¢do 7: O Material concreto manipulavel ¢ todo instrumento ergondmico e
cognitivo, tangivel a “mao livre”, capaz de permitir a gestdo de conhecimentos, sendo, portanto,
util no processo de ensino e de aprendizagem de objetos de saberes institucionais (Henriques,
2019, p. 33).

A construgdo do tipo de material, assim definido, pode ocorrer de diversos métodos.
Dentre esses métodos, compartilhamos a constru¢do por modelagem paramétrica de objetos
geométricos, mobilizando a técnica instrumental crivo-geométrico apresentada na oitava
definicdo no contexto de registros de representacdo semiotica (Duval, 1993, 1995) e gestao de
codigo para impressora 3D.

Defini¢ao 8: O crivo-geométrico ¢ uma conservacao ou escolha de parte(s) de uma curva
ou de uma superficie, necessaria(s) na representagdo do objeto matematico correspondente no
registro grafico (Henriques, Nagamine C, & Serddio, 2020, p. 258).

Os autores explicam que “um segmento, por exemplo, € parte ou crivo de uma reta, ao
passo que os discos e as regides poligonais, sdo crivos de superficies planas”, entre outros
crivos. Se uma dada superficie colabora com a modelagem de um so6lido, a referida parte ou
crivo ndo se restringe, necessariamente, a fronteira desse sélido (Henriques, 2021a, p. 135). Dai
anecessidade de um novo conceito: o de crivo restrito, definido como “a parte de uma superficie
que € restrita ao contorno do s6lido” (Henriques, 2021a, p. 135). Nas Figuras 4 e 5, apresentam-

se duas ilustragcoes desses conceitos:

Crivo restrito Crivo da S. plana
a0 sélido ~ ~

0 Sélido
Cilindro C. Reto

Figura 4.
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llustragdo de crivos de uma superficie plana e crivo restrito ao cilindro (Henriques, 2021a, p. 135)

¢ ¢

(a) Crivo da Superficie (b) Crivo da Superficie (c) Visualizagdo

Cilindrica (calha) parabolica (paraboloide) simultanea de (a) e (b)
(d) Crivo restrito da (e) Crivo restrito da (f) O solido delimitado
Superficie Cilindrica Superficie parabolica por crivos restritos

(calha) {paraboloide)
Figura 5.

llustragdo de crivo de superficie cilindrica, paraboloide e crivos restritos ao solido

(Henriques, 2021a, p. 135).

O conceito de crivo restrito vale, de modo analogo na representagdo de regides finitas,
mobilizando-se, porém, os crivos de curvas. As regides poligonais, por exemplo, sio
delimitadas por crivos restritos de retas. Deve-se entender, portanto, que um PCOC pode ser
formado por uma reunido conveniente de partes (crivos restritos) de superficies, constituindo o
contorno do solido correspondente, enquanto objeto ou figura geométrica finita (cf. Figura 5(f)).

A aplicagdo da técnica crivo geométrico contribui na produgdo dos materiais didaticos
manipuldveis a “mao livre”, na perspectiva de PCOC, na qual utilizamos a modelagem
paramétrica e a técnica de Construcao por Sistema de Coordenadas (CSC), definidas a seguir.
Vale, antes de tudo sublinhar, para situar o leitor e evitarmos conflitos de pensamentos na
perspectiva da Educagdo Matematica, na qual o termo modelagem se consolida em uma linha
ou campo de investigagdo, que nas pesquisas realizadas na nossa equipe, envolvendo a

producdo dos referidos materiais, utilizamos a modelagem paramétrica (Definigdo 9).

Definicdo 9: A modelagem paramétrica ¢ um método de geracdo e manipulagdo de
objetos geométricos, como curvas € superficies em ambiente computacional, e se apoia na
conexao destes objetos e suas inter-relagcdes mediadas por parametros especificados que podem
ser alterados automaticamente pelo ambiente ou pelo sujeito em tempo real, sem perda da

geometria visada (Henriques, 2021, p. 107).

No contexto dessa modelagem, coexiste uma multiplicidade de possibilidades de

manipulagao dos referidos objetos geométricos a partir dos objetos algébricos associados, expressos
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em diferentes sistemas de coordenadas. Nesse pensamento emerge a aplicabilidade da técnica que

apresentamos na seguinte defini¢do, denominada construcdo por sistema de coordenadas.

Definicao 10: A Construcao por Sistema de Coordenadas (CSC) ¢ uma técnica de
representacdo de curvas e superficies de equagdes conhecidas ou graficos de fungdes no
ambiente computacional a partir da especificagdo de um sistema de coordenadas bi (2D) ou

tridimensional (3D) utilizando comandos correspondentes (nossa defini¢ao).

A materializacdo de um PCOC produzido em um ambiente computacional para a
impressora 3D, utilizando as técnicas definidas até entdo, de modo que seja tangivel a mao livre

no ensino e na aprendizagem da matematica inerente, passa por uma gestao de um codigo.

Definicao 11: A gestiao de codigo de um modelo é o desenvolvimento ou utilizag¢ao de
um processo de conversao do modelo a um arquivo de extensao identificada pela impressora
3D, seja direta ou indiretamente por intermédio de outro ambiente de configura¢do de modelos

que dialoga com essa impressora 3D (Henriques, 2021, p. 117).

Considerando os elementos teoricos apresentados nessa parte do artigo, esperamos que
o trabalho subsequente realizado com referéncias nesses elementos seja plausivel para o leitor,
em especial o Professor que possa se interessar em produzir materiais didaticos nessa
perspectiva e o estudante na aprendizagem matematica. Com efeito, ¢ fundamental situar o
ensino, realizando-se, assim, a escolha de uma institui¢ao de referéncia. Pelo propoésito deste
artigo, escolhemos, além da instituicdo, um livro didatico e uma figura geométrica referente a
um objeto do saber proposto nesse livro. Essas escolhas favorecem as analises e o tratamento
matematico necessario na modelagem paramétrica do PCOC associado a referida figura

geométrica, mobilizando técnicas do ambiente papel lapis (cf. Definicao 3).

Escolha de instituicdo de referéncia

Escolhemos os cursos de ciéncias exatas e tecnologicas como instituicdo de referéncia
e o livro Geometria Analitica (GA): Um tratamento vetorial de Camargo e Boulos (2005) como
elemento institucional, no qual destacamos o ensino de quadricas, em especial da hiperboloide
de uma folha eliptico, e curvas de intersecdes de superficies como objeto matematico de
referéncia para a modelagem de PCOC. A escolha deste objeto se justifica por entendermos que
¢ um dos objetos matematicos munido de figuras geométricas que os estudantes que se
matriculam em GA e em Calculo Diferencial e Integral tém dificuldades em construir com as

técnicas do ambiente papel lapis, sendo, portanto, o publico-alvo dessa producdo. Na teoria
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apresentada na 32 edi¢do, pagina 407 do referido livro, os autores propdem a seguinte defini¢ao:

Uma Quaédrica ©Q ¢ um Hiperboldide de uma folha se existem numeros reais positivos
a, b, c e um sistema ortonormal de coordenadas em rela¢do ao qual 2 pode ser descrita
pela equagdo chamada equagao reduzida de Q2. (Camargo & Boulos, 2005, p. 407).

xZ 2 ZZ
* LY 2y (Eql)

az | pz  c2

A superficie hiperbdlica de uma folha (Eql) intercepta o eixo x e eixo_y nos pontos
(xa, 0, 0) e (0, £b, 0) do referido sistema, respectivamente, sendo a, b e ¢ varidveis didaticas
que assumem valores ou numeros reais nao nulos. Ao passo que a interse¢ao do hiperbolédide
com o eixo_z, € um conjunto vazio, uma vez que z*>=-c¢> ¢ insolivel no conjunto dos niimeros
reais. Na pagina 409, os autores apresentam, no registro grafico, a intersecao de € com planos
de equacdo y=k, paralelos ao plano xz, nos casos em que 0 < k< b, k = 0 e k> b, conforme
mostrado na Figura 6. Mas, momento algum ensinam como os crivos das superficies de
hiperboloide de uma folha eliptico e dos planos apresentados sdo construidos. A auséncia da
explicitagdo ou ensino de técnicas de producao desses crivos pode, também, justificar o porqué

das dificuldades de estudantes na aprendizagem dos objetos correspondentes.

Figura 6

Hiperboloide de uma folha e planos paralelos ao eixo_z (Camargo & Boulos, 2005, p. 409)

Assim, além de responder a questdo apresentada anteriormente, o nosso objetivo
principal neste artigo ¢ estabelecer uma relagdo entre uma figura geométrica apresentada em
um livro didatico e um modelo PCOC correspondente, produzido em um ambiente
computacional, materializado na impressora 3D, sendo, portanto, tangivel a mao livre,
observavel em todas as diregdes possiveis, util na pesquisa e no ensino. Dai o titulo deste artigo.

Ora, existem diferentes formas de realizar a modelagem do objeto escolhido. Para utilizarmos
as potencialidades das ferramentas apresentadas, mais adiante na Figura 8, e os elementos tedricos
considerados na secdao anterior, optamos por reescrever a (Eql) como mostrado na (Eq2),
considerando assim o hiperboldide de uma folha eliptico, cujos tragos por planos perpendiculares ao
eixo_z e as curvas de niveis correspondentes sdo elipses. Em seguida estabelecemos as declaragdes

de parametros Uteis na modelagem paramétrica, restringindo o referido hiperboldide para um modelo
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PCOC de métricas especificas.

et | + o) o w2

Considerando as equagdes x = rcos(0), y = rsen(0) e z = z que permitem estabelecer a
relagdo entre as coordenadas cartesianas (x, y, z) e as coordenadas cilindricas (7, 0, z) de um
ponto P do espaco tridimensional, sendo » € 0 as coordenadas polares do ponto P' (projecao
ortogonal do ponto P no plano xy), podemos, a partir de (Eq2) obter uma parametriza¢do da
superficie Q, denotada por [X(u,v), Y(u,v), Z(u,v)] com u,v € R, em sintaxes do Maple, ¢

representada em Henriques (2021, p. 96) por:

x = X(u,v)
Swv)=<sy=YWw,v),uel SRveEJCR
z=7Z(u,v)

em que X(u, v), Y(u, v), Z(u, v) indicam as equagdes paramétricas de uma superficie S. Assim, a

superficie Q admite a parametrizacdo indicada na (Eq3), fazendou = zev = t:

X(z,t) = %\/z2 + c?cos(t)
Y(z,t) = %\/22 + Zsen(t) - Z € Rt € [0, 2] (Eq3)
Z(z,t) =z

A partir dessa parametrizagdo alcangcada mediante a realizag¢do de tratamento algébrico
de Eq2 com técnicas de ambiente papel lapis, expressando o raio polar r em fung¢do de z, pode-
se passar ao trabalho necessario para a implementacdo do modelo PCOC de Q no ambiente
computacional. Para isso, € necessario o conhecimento das potencialidades das ferramentas do
ambiente utilizado, na perspectiva da abordagem instrumental de Rabardel apresentada em

Henriques (2021), necessarias na referida implementagao.

Potencialidades do ambiente computacional Maple para modelagem de um PCOC

Na geracdo e manipulacdo de objetos geométricos mencionados na definicdo de
modelagem paramétrica, consideramos nas pesquisas, além do ambiente papel lapis, o
ambiente computacional Maple. Este ¢ um software para a matemadtica avangada, que
disponibiliza ferramentas para o estudo de diferentes objetos matematicos reconhecidos em
todos os niveis escolares. Esse ambiente foi desenvolvido por um grupo de pesquisadores da
Universidade Waterloo, Canada. A sua primeira versao data dos anos 90.

Para produzir um modelo PCOC neste software, ¢ necessario mobilizar algumas

ferramentas ou comandos que tém as potencialidades de representagcdo de objetos matematicos
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no registro grafico. Nessa mobiliza¢do, as técnicas apresentadas anteriormente exercem um
papel fundamental no processo de construgdo, em conformidade com as suas exigéncias no
tratamento matematico preliminar, que deve ser realizado pelo sujeito no registro algébrico, em
prol da modelagem paramétrica, no contexto definido nesse artigo, visando a aprendizagem
matematica. Esse tratamento auxilia a utiliza¢do conveniente dos comandos do software.

Vale sublinhar que no Maple os comandos sdao organizados em pacotes que podem ser
entendidos como meios de organizar determinadas areas da matematica no software. Figura 7
apresenta os pacotes que utilizamos durante a modelagem paramétrica e gestao de codigo de PCOC
para impressora 3D, favorecendo a visualizagdo de objetos no registro grafico a partir de estruturas
simbolicas ou instru¢des implementadas nas linhas de comandos ou prompt.

Tabela 1.

Pacotes que contém os comandos de visualiza¢do de objetos no registro grafico (Farias, Funato e

Cattai, 2016, p. 8)

O pacote denominado “plots” acessado segundo a sintaxe with(plots);
O pacote denominado “plottools” acessado segundo a sintaxe with(plottools);
3 | O pacote denominado “FileTools” acessado segundo a sintaxe with(FileTools);

DN [ —

Assim, para favorecer um funcionamento efetivo das instru¢cdes implementadas no
Maple, esses pacotes devem ser apresentados corretamente com as suas respectivas sintaxes.
Executados mediante a tecla “Enfer” ou com um clique sobre o icone !!!, do menu de
ferramentas, o Maple retorna o conjunto de comandos disponiveis em cada um. A partir dai o
sujeito deve desenvolver competéncias sobre a modelagem desejada, fornecendo ao Maple
instrucdes correspondentes a partir do prompt via teclado. Na modelagem paramétrica que
apresentamos, utilizamos os comandos e as suas respectivas sintaxes mostradas na Figura 8,
sem descrevermos as suas potencialidades, por ndo ser o proposito deste artigo. Todavia, tais
descri¢des podem ser encontradas em Farias, Funato, and Cattai (2016) e em Henriques (2021).

Tabela 2.

Comandos utilizados na modelagem de PCOC e suas respectivas sintaxes (Farias, Funato, &

Cattai, 2016, p. 8).

plot3d([expreu, exprev, exprew], s=a..b, t=c..d, opts)
display(objetos, opts)
JoinPath(componentes, opts)

exportplot(fname, p, opts)
importplot(fname, opts)

D[N —

As duas primeiras sintaxes colaboram com a modelagem paramétrica, propriamente
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dita, ao passo que as trés tltimas interveem na gestao de cddigo do PCOC modelado, mediante
a utilizagdo das duas primeiras sintaxes. Com base nesses conhecimentos, apresentamos a

seguir a modelagem almejada.

Modelagem paramétrica do PCOC de Q (hiperboldide de uma folha eliptico) seccionado por
um plano paralelo ao eixo_z

Para proporcionar um acompanhamento melhor da implementagdo das instrugdes no
Maple, organizamos a modelagem e a gestao do codigo do PCOC de QQ em grupos de execucao
das instrug¢des. Visando a geracdo e manipulacao de objetos geométricos correspondentes ao
PCOC almejado, ¢ necessario, antes decidir sobre as dimensdes desejadas para o modelo. Nesta

modelagem, fixamos as seguintes medidas para o PCOC de Q:

DS

» 12cm de altura.
4cm sobre eixo_x da curva de intersecdo com o plano de simetria em relacdo a sua altura.
¢ 7cmsobre eixo y da curva de intersecdo com o plano de simetria em relago a sua altura.

R/
A X4

>

Por conveniéncia, escolhemos o plano de simetria sendo o plano xy. Carregamos os
pacotes necessarios, apresentados na Figura 7, terminado cada instru¢do com dois pontos para
0 Maple carregar o pacote sem mostrar o referido conjunto de comandos. Em seguida, entramos

com as varidveis globais, formando assim o primeiro grupo (GE1).

Primeiro grupo de execucio:

Carregamento de pacotes necessarios e declarar variaveis globais do modelo (&5
with(plots): with(plottools), with(FileTools):
Fator:=10: # as métricas de objetos geométricos visualizados no Maple sdo dadas em mm. A variavel
Fator tem o papel de transformar mm para cm.
a:=2: b:=3.5: c:=2.7 # valores dos coeficientes ou variaveis didaticas do hiperboloide para o PCOC de Q.
z1:=-6:z2:=-zl: # equagdo do plano inferior e do plano superior que delimitam a altura do PCOC de Q..
zmin = z1 # valor minimo assumido por z no PCOC de Q..
zmax = z2 # valor maximo assumido por z no PCOC de Q..
dr:=0.45: # incremento de valores.

Para produzir o PCOC de Q aplicando as técnicas definidas anteriormente, podemos

mobilizar a ideia de sobreposi¢ao dos tragos deste PCOC que sdo elipses ao longo do eixo_z.
Assim, fazendo x = %rcos(t) ey = %rsen(t) e substituindo na equagdo indicada em Eq2,

temos o seguinte resultado:

z=Vr2—c2ouz=—Vr2—c? (Eq4)

Isolando » em uma dessas equacdes, implementamos o segundo grupo (GE2) onde
definimos, utilizando o comando unapply do Maple, as fungdes correspondentes as equagdes
paramétricas apresentadas anteriormente em Eq3, que modelam o PCOC de €2, considerando
as medidas escolhidas, pois, todo modelo a ser impresso em 3D requer a especificacao de
dimensdes a partir do modelo matematico do objeto em estudo. Neste caso, o modelo de

Camargo e Boulos (2005, p. 407) apresentado na Eql.
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Vale sublinhar que a impressora 3D que dispomos ndo imprime superficies abertas, e
sim, fechadas delimitando um espaco tridimensional (s6lido). Diferentemente do elipsdide, por
exemplo, que ¢ uma superficie fechada delimitando a esfera eliptica que ¢ um sdélido, o
hiperboloide de uma folha ¢ uma superficie aberta. Assim, os modelos que produzimos sdo
implementados como casca com espessura dr, obtendo uma superficie fechada. Dai a repeticao
das equagdes paramétricas x = X(u, v) ey = Y(u, v), no segundo grupo utilizando o incremento
dr em cada repeticao.

Segundo grupo de execucio:

<~ ~ ~ ryoe GE2
Definicao de fungoes correspondentes as equacoes paramétricas do PCOC de Q ( )
Instrucio implementada Descricdo da instrugio

a

Xi(z,t) = unapply (E V2% + c?.cos(t), (2, t)) # Componente X da parametrizagdo do hiperboldide de uma folha, interna.
b

Yi(z,t) = unapply (— v z2% + c2.cos(t), (z, t)) # Componente Y da parametrizagéo do hiperboloide de uma folha, interna.
c

a
Xe(z,t) = unapply (E (1/ z2 42 dr) .cos(t), (z, t)) # Componente X da parametrizagéo do hiperboloide de uma folha, externa.

b . . .
Ye(z,t) = unapply (E (1/ z2+c%2+ dr) .cos(t), (z, t)) # Componente Y da parametriza¢do do hiperboloide de uma folha, externa.

Z(z,t) = unapply(z, (z,t)) # Componente Z da parametrizac¢do do hiperboldide de uma folha.

Em seguida implementamos, no terceiro grupo de execu¢do da modelagem, o crivo de
Q (hiperboldide eliptico de uma folha), doravante também representada por HUFE, em forma
de casca utilizando essas definigdes e as varidveis globais. Trata-se, portanto, da geragdo e
manipulacdo de objetos geométricos, em conexdo destes e as suas interrelacdes mediadas pelos
parametros ou variaveis previamente declaradas. Para isso, consideramos quatro variaveis
locais que estocam os referidos crivos, identificadas por: Hipl (varidvel que estoca o crivo
interno do HUFE), HipE (variavel que estoca o crivo externo do HUFE), Anellnfer € AnelSuper
(variaveis que estocam o anel da tampa inferior e da tampa superior da casca, respectivamente).
Com essas escolhas, entramos nas linhas de comandos do Maple com as instrugdes apresentadas
em GE3 utilizando a sintaxe plot3d([X(u,v), Y(u,v), Z(u,v)], u=umin..umax, v=vmin..vmax,
<opg¢des>) do comando plot3d do Maple (Henriques, 2021a, p. 95). A sétima instrugao
apresentada nesse grupo, retne os resultados estocados nas quatro varidveis em um mesmo

sistema de coordenadas, atribuido esse resultado a variavel “OmodeloPCOC”.

Terceiro grupo de execu¢io: modelagem da casca cilindrica de Hiperboléide de uma folha (GE3)
raiome:= Xi(zmax,o): # raio menor do anel da casca.

raioMa:= zmax : # raio maior do anel da casca.

Hipl:= plot3d(Fator*[Xi(z, t), Yi(z, t), Z(z, t)], z = zI .. z2, t = alpha .. beta, color = green)

HipE:= plot3d(Fator*[Xe(z, t), Ye(z, t), Z(z, t)], z = zI .. z2, t = alpha .. beta, color = blue)

Anellnfer:= plot3d(Fator*[Xe(z, t), Ye(z, t), zmin], z = raiome .. raioMa, t = alpha .. beta, color = red)

AnelSuper:= plot3d(Fator*[Xe(z, t), Ye(z, t), zmax], z = raiome .. raioMa, t = alpha .. beta, color = black) :
OmodeloPCOC:= display(Hipl, HipE, Anellnfer, AnelSuper, labels = [x, y, z]) :

display(OmodeloPCOC, scaling = constrained)

Executando cada instrucao com a tecla “Enter”, o Maple retorna o resultado esperado que

apresentamos na Figura 7.
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Figura 7.

Visualizagdo do resultado da implementag¢do da casca cilindrica de Hiperbolodide de uma

folha eliptica (Dados da pesquisa)

Deve-se, em seguida, modelar no grupo de execucdo subsequente (GE4), um crivo de
um plano L ortogonal ao plano_xy. Tratando-se em relacionar esse modelo PCOC com a figura
geométrica correspondente no livro (Camargo & Boulos, 2005, p. 409), modelamos o referido
plano de forma que seja paralelo ao plano xz, de equacdo y = k. Considerando as opgdes
indicadas pelos autores do livro, escolhemos o caso em que k > b. Assim, sabendo-se, pela
escolha realizada anteriormente em que b = 3.5, podemos considerar qualquer valor maior do que
3.5 e menor do que o raio do maior traco (elipse) do PCOC. Assim, fazendo k = 6 fixamos a
superficie plana de equagdo y = 6. Vale, contudo, lembrar-se, conforme frisado mais acima, que
este plano também deve ser modelado com espessura. Essa exigéncia conduz a modelagem de

um paralelepipedo suficientemente fino de altura igual a do PCOC.

Quarto grupo de execucio: modelagem paramétrica de um plano “com espessura (casca)” (GE4)
k:= 6: drk:= 0.2:# incremento para y.

xmax:=2%a: xmin:=- xmax: ymax.=2%*a: ymin:=- ymax:

Planomiy:= plot3d(Fator*[u, k, v], u = xmin .. xmax, v = zmin .. zmax, color = yellow):

Planomay:= plot3d(Fator*[u, k+drk, v], u = xmin .. xmax, v = zmin .. zmax, color = red):

Planomix:= plot3d(Fator*[xmin, u, v], u = k .. k+drk, v = zmin .. zmax, color = red):

Planomax:= plot3d(Fator*[xmax, u, v], u = k.. k+drk, v = zmin .. zmax, color = red):

Planomiz:= plot3d(Fator*[u, v, zmin], u = xmin .. xmax, v = k .. k+drk, color = black):

Planomaz:= plot3d(Fator*[u, v, zmax], u = xmin .. xmax, v = k .. k+drk, color = black):

Planokasca:= display(Planomiy, Planomay, Planomix, Planomax, Planomiz, Planomaz, labels = [x, y, z]):
display(Planokasca, scaling = constrained),

A execucdo de cada instrucdo com a tecla “Enter”, retorna, no Maple, o resultado

esperado que apresentamos na Figura 8.

-0

Ty 040
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(a) Crivos de planos de equagdes (b) Crivos de planos de equacdes (c) Crivos de planos de equagdes (d) Paralelepipedo fino

y=6ey=6+drk X = xminex = xmax z =zmin e z = zmax (Planokasca)
Figura 8.

Visualizagdo do resultado da implementa¢do de uma casca paralelepipédica (Dados da

pesquisa)
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Conforme ja mencionado anteriormente, os dois pontos colocados no final de cada instrucao,
permitem ocultar o resultado de cada instru¢ao fornecida ao Maple, mas que podem ser recuperados
sempre que for necessario. Assim, utilizando a ferramenta ou comando display pode-se visualizar,
conjuntamente, os resultados estocados nas variaveis Planokasca e OmodeloPCOC, conforme ocorre

com a implementacdo apresentada no quinto grupo de execugao.

Quinto grupo de execuc¢do: do plano “com espessura (casca)” e da casca do hiperboldide (GES)
display(OmodeloPCOC, Planokasca, scaling = constrained, labels = [x, y, z])

A execucdo da instrugdo apresentada neste grupo com a tecla “Enter”, retorna o resultado

apresentado na Figura 9(c), sendo 9(a) e 9(b) os resultados obtidos no GE3 e GE4, respectivamente.

(a) Crivo do HUFE em casca ou o (b) Paralelepipedo fino ou (c) O modelo PCOC seccionado pelo

modelo PCOC Crivo do plano em casca Crivo do plano em casca
Figura 9.

Visualiza¢dao do PCOC HUFE seccionado por uma casca paralelepipédica (Dados da pesquisa)

E notavel, como esperado que a interse¢io ou equivalentemente um trago da HUFE gerado
por um plano paralelo ao eixo de revolugdo eliptica dessa superficie ¢ uma hipérbole contida
tanto no HUFE quanto no referido plano, como se pode observar na Figura 9(c), em
conformidade com a figura apresentada no livro didatico de referéncia deste PCOC.

Além disso, os tracos ou intersec¢des de planos perpendiculares ao referido eixo, sdo
curvas elipticas. A construgdo, isto ¢, a modelagem desses tracos no ambiente computacional
Maple visando a impressao 3D, também requer de uma implementacdo com espessura. Esse
ambiente dispde da ferramenta “thickness” que tem a potencialidade de atribuir espessura aos
objetos geométricos. No entanto, o resultado que se obtém utilizando essa ferramenta ¢
meramente visual na tela do computador, ndo ¢ identificado pela impressora 3D, pois o conjunto
de pontos que compdem a curva de intersecao pertence as superficies que lhe determina. Para
resolver esse problema, utilizamos o conceito de toro. Segundo Henriques (2021, 98),

Em Matematica, o toro ¢ uma superficie que consiste em um espago topoldgico

homeomorfo ao produto de duas circunferéncias, contidas em dois planos ortogonais
entre si, cada [cf. Figura 10(c) e (d)], e tem a forma de uma camara de ar de um veiculo.
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(a) (b) (c) (d
Figura 10.

Hlustragdo de um processo geométrico de geragdo de um toro (Henriques, 2021a, p. 98)

O autor acrescenta ainda que:

No contexto geométrico pode-se, portanto, dizer que um toro, enquanto superficie, no
registro grafico, consiste no lugar geométrico tridimensional formado pela revolucgao da
circunferéncia menor de raio b (Geratriz) em torno da circunferéncia maior de raio a
(Diretriz) (cf. Figura 10 (a) e (b)). No registro algébrico, a superficie de um toro ¢
parametrizada com as seguintes equagoes:

X (u,v)=(a+bcos(v))cos(u)

Y(u,v)=(a+bcos(v))sin(x) , u,ve[0,27],sendo b <a

Z(u,v)=bsin(v)
em que a ¢ o raio da circunferéncia diretriz do toro e b € o raio da circunferéncia geratriz
do toro. (Henriques, 2021a, p. 98)

Com base nesse conhecimento, implementamos os tragos elipticos do modelo PCOC de Q,
extraindo, a partir da parametrizagdo implementada no GE3, o raio da geratriz e da diretriz de cada
toro, favorecendo assim a declaragdo de variaveis locais apresentada no sexto grupo de execugio.
Atencao: ndo confundir as variaveis didaticas a e b presentes no modelo teorico do toro citado acima

com as variaveis didaticas que tém a mesma identidade no modelo Q.

Declaragao de variaveis locais da modelagem paramétrica de toros sobre o PCOC de Q (GE®6)
Instruciio implementada Descri¢ao da instrucao
re:=0.2 # Valor do raio da circunf. geratriz do toro no trago eliptico do HUFE

# Raio do toro eliptico diretriz, sendo raz0 o coeficiente de x e rbz0
coeficiente de y na elipse sobre o plano de equagio z=0

# Raio do toro eliptico diretriz, sendo razlp5 o coeficiente de x e rbzIp5
coeficiente de y na elipse sobre o plano de equacdo z=1.5

# Raio do toro eliptico diretriz, sendo raz3 o coeficiente de x e rbz3 o
coeficiente de y na elipse sobre o plano de equagdo z=3

# Raio do toro eliptico diretriz, sendo raz4p5 o coeficiente de x e rbz4p5
o coeficiente de y na elipse sobre o plano de equagdo z=4.5

# Raio do toro eliptico diretriz, sendo raz6 o coeficiente de x e rbz6 o
coeficiente de y na elipse sobre o plano de equagdo z=6

raz0 == %sqrt(o2 + 02) +dr:rbz0 == %vsqn(o2 + 02) +dr:
razlp5 = %'sqn( 1.5+ ) +dr: rbzlp5 == %sqﬂ(l.Sz +c2) +dr:
raz3 == %-sqrt(32 + 02) +dr:rbz3 = %-sqrt(32 + 02) +dr:
razdp5 = %-sqn(4.52 + cz) + dr:rbzdp5 == %-sqn(4.52 + c2) +dr:

raz6 = %sqn(ﬁz + C2) +dr:rbz6 = ésqn(ﬁz + C2) +dr:

Podemos observar, a partir do GE6, que os raios diretrizes dos toros estdo relacionados
com a parametrizag¢do da superficie externa da casca do modelo PCOC de € de modo que os
tracos sejam destacados no PCOC externamente. Considerando a declaragdo de varidveis
apresentada no GE6, implementam-se os respectivos toros no sétimo grupo de execucao,

representando os tragos ou as intersecgoes em questdao expressando relevos no PCOC de Q.

Modelagem de tracos (intersecces de planos ortogonais ao eixo_z do hiperboléide) como toros (GET)
Tracoz0:= plot3d(Fator*[(raz0+re*cos(v)) *cos(t), (rbz0+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)+0], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = red):
Tracozlp5Sp:= plot3d(Fator*[(razlp5+re*cos(v)) *cos(t), (rbzIpS+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)+1.5], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = yellow):
TracozlpSn:= plot3d(Fator*[(razIp5+re*cos(v)) *cos(t), (rbzIpS+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)-1.5], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = yellow):
Tracoz3p:= plot3d(Fator*[(raz3+re*cos(v)) *cos(t), (rbz3+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)+3], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = green):
Tracoz3n:= plot3d(Fator*[(raz3+re*cos(v)) *cos(t), (rbz3+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)-3], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = green):
Tracoz4p5Sp:= plot3d(Fator*[(raz4p5+re*cos(v)) *cos(t), (rbz4p5+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)+4.5], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = black):
Tracoz4p5n := plot3d(Fator*[(razdp5+re*cos(v)) *cos(t), (rbz4pS5+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)-4.5], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = black):
Tracoz6p := plot3d(Fator*[(raz6+re*cos(v))*cos(t), (rbz6+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)+6], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = red):

Tracoz6n := plot3d(Fator*[(raz6+re*cos(v)) *cos(t), (rbz6+re*cos(v))*sin(t), re*sin(v)-6], v = alpha .. beta, t = alpha .. beta, color = red):
display(Tracoz0, Tracozlp5p, TracozIp5n, Tracoz3p, Tracoz3n, Tracoz4pSp, Tracoz4pSn, Tracoz6p, Tracoz6n)
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Tracos .= display(Tracoz0, TracozlpSp, TracozlpSn, Tracoz3p, Tracoz3n, TracozdpSp, Tracozdp5n, Tracoz6p, Tracoz6n, OmodeloPCOC)
display(OmodeloPCOC, Planokasca, Tracos, scaling = constrained, labels = [x, y, z])

A execucdo dessas instrugdes fornecidas ao Maple nessa modelagem paramétrica,
retorna os resultados apresentados na Figura 11, sendo a Figura 11(b) obtida por manipulagao

direta da Figura 11(a) com mouse, projetando-se assim esta Figura 11(a) no plano xy.

-80.60_49
4020 g gy
=440 60 gy
v

-60

-20
L8040 %0

(c) Tragos em toro sobre o (d) Tragos do modelo PCOC
modelo PCOC de Q de Q e plano com “espessura”

Figura 11.

(a) Tragos em toro (b) Curvas de niveis

Visualizagdo dos tracos do PCOC de € e as curvas de niveis referentes aos tragos no plano_xy

(Dados da pesquisa)

Com esse resultado, conclui-se a modelagem paramétrica do PCOC de €, e seguimos a
producdo com a gestdo do cddigo desse modelo visando a sua impressio em 3D,

implementando-se assim, o oitavo grupo de execu¢do que deve conter os seguintes dados:

% Atltima instrugdo apresentada no GE7 atribuida a uma variavel;

«  Um caminho gerenciado pelo comando JoinPath do pacote FileTools apresentado na Figura 7;

« Uma instrugdo do comando exportplot que reconhece o caminho para exportar o codigo do modelo
PCOC do hiperboloéide de uma folha eliptico (HUFE) em stl a uma pasta de documentos na plataforma
que esta sendo utilizada (Linix, Macintosh, Windows etc.)

« Uma instrugdo do comando importplot que resgata o modelo em s#l para ser visualizado no préoprio

ambiente computacional de producdo do modelo PCOC (Opcional).

Na modelagem paramétrica do PCOC de Q (o HUFE) desenvolvida neste artigo utilizamos
a plataforma Windows. Portanto, definimos uma pasta no Windows que serve de espago de
armazenamento do cddigo do modelo em s¢#/. Tal pasta, ndo €, necessariamente, a mesma que
contém o arquivo Maple da modelagem implementada em grupos de execugdo. Assim, 0 oitavo
grupo de execugdo foi elaborado as seguintes instrucdes:

Gestao do codigo do hiperboloide de uma folha eliptico (GES8)
HiperbUmaFolha := display(OmodeloPCOC, Planokasca, Tracos, scaling = constrained, labels = [x, y, z]);

Caminhostl := FileTools:-JoinPath(["C:", "ModelosMaple", "HiperboloideUmaFolha.stl"], platform = "windows");
exportplot(Caminhostl, HiperbUmaFolha);
importplot(Caminhostl);
Executando essas instrugdes com a tecla “Enter”, o Maple retorna o resultado apresentado
na Figura 12(c). E importante sublinharmos que essa gestdo ¢ vélida na criagio de codigos st/

de qualquer modelo de PCOC implementado no Maple, adequando as variaveis utilizadas.
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(d) Modelo PCOC QR Code do video

(c) O modelo (b) Modelo com
PCOC de Q em tragdo e crivo de ©) ?ogeé;zgoc de Q impressoem  da impressdo 3D
casca um plano ¢ 3D7 deste PCOC
Figura 12:

Visualizagao modelo PCOC de £ (hiperboloide de uma folha eliptico) na versao Maple, em

stl e a versdo impressa em 3D, sendo acessivel a mdo livre

Apresenta-se na Figura 12(d) o resultado da impressao 3D esperado. Assim, o essencial
nesse artigo ¢ compartilhar com a comunidade académica e cientifica a nossa contribui¢do no
que diz respeito as possibilidades de produgdo de modelos ou materiais didaticos impressos em
3D, evidenciando as suas potencialidades e relacdes com as figuras geométricas disponiveis em
livros didaticos, favorecendo os seus manuseios a “mao livre”. Desta forma, esperamos ter
participado de forma efetiva nos interesses institucionais sobre a elaboracdo de materiais didaticos
que possam ser materializados na impressora 3D para fins educativos tanto no ensino em salas de aula
de Matematica quanto na pesquisa € (ou) na extensao universitaria.

Nessa perspectiva, o0 modelo impresso pode ser explorado de diversas maneiras. Nas
pesquisas realizadas no GPEMAC, para cada modelo que compde o acervo do L@VIM,
incluido este, ¢ elaborado um dispositivo experimental, organizado com, a0 menos, um Gerador
de Tarefas (GT) (Henriques & Almouloud, 2022, p. 379), gerenciando uma quantidade
significativa de tarefas a partir do modelo impresso em 3D. Cada dispositivo compde uma
Sequéncia Didatica (SD) no ambito da engenharia didatica de Artigue (1988), proposta aos

estudantes. Apresenta-se na Tabela 3 o dispositivo organizado com base no PCOC de Q.

Tabela 3.

Dispositivo experimental em torno do modelo PCOC de £2impresso em 3D (Dados da pesquisa)

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS (DCEX)
Grupo de Pesquisa em Ensino e Aprendizagem da Matematica em Ambiente Computacional irrths
Laboratério de Visualizagdo Matematica (L@VIM) ves

DISPOSITIVO EXPERIMENTAL
Dispositivo experimental para analise de praticas efetivas de estudantes sobre estudo de Geometrias, Plana,
Analitica ¢ Espacial GEOPAES utilizando os modelos PCOC? no Ensino Superior.

Professor da turma (opcional): Data:
Nome do estudante (opcional): Curso:

‘GPEMAC UNIVERSIDADE ESTADUAL DE SANTA CRUZ (UESC) Yy

7 https://youtu.be/Q4kSRr1BPWU (link do video de impressdo deste PCOC) e do codigo stl para download.
8 Projeto de Construgdo de Objetos Concreto (PCOC).
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Sessio Unitaria da SD

Gerador de Tarefas (GT)

Observar cuidadosamente o modelo PCOC que estad em suas maos, obtido por materializagéo na impressora 3D.
Utilizar se necessario, um instrumento de medida apropriado para realizar cada tarefa (#,) do GTi, com n =
1,2,...,12, explicando cada etapa de realiza¢do na lingua materna ou natural.

t; | Representar, o modelo PCOC que esta em suas maos, em sistema de coordenadas tridimensional, na folha
de respostas, com uma escala qualquer, respeitando, as medidas dos elementos do modelo.

t> | Fornecer o nome atribuido, em Geometria Analitica, ao modelo PCOC que acabou de representar na folha
de resposta.

t; | Passar as suas maos, suavemente, ao modelo sentindo as curvas em revelo no seu contorno, ¢ fornega o
nome atribuido, em Célculo Diferencial e Integral, & essas curvas.

ts | Descrever no registro da lingua materna, como sao obtidas as curvas nomeadas na realizagdo da ts.

ts | Fornecer o nome atribuido a essas curvas projetadas ortogonalmente no plano de apoio do modelo.

ts | Representar, no registro algébrico e no registro grafico as curvas nomeadas na realizacdo da ts.

t; | Fornecer a medida do eixo menor e do eixo maior da menor curva e da maior curva com revelo notavel
neste PCOC.

ts | Fornecer a equagdo geral, no registro algébrico, do modelo matematico associado a este PCOC.

to | Fornecer a equagdo especifica deste PCOC que estd nas suas mdos observando o resultado obtido na
realizacdo da t;.

t10 | Descrever a curva gerada pela intersecco do crivo do plano (CP) modelado com espessura com o PCOC.

t1; | Comparar o resultado obtido na realizacdo da t;, e indique o plano coordenado com que o CP descrito na
to € paralelo.

t1> | Representar a curva descrita na realizagdo da tio, no registro algébrico.

Cada tarefa do GT; passa, em seguida, por uma anélise a priori na perspectiva de uma
SD, revelando o objetivo, analise matematica e didatica, as variaveis didaticas, os pré-requisitos
e competéncias, e os resultados esperados para cada tarefa. Uma vez concluida a analise a priori,
esse dispositivo deve entrar nas etapas de aplicacdo, analise a posteriori e a validagao de uma
SD, que ndo estdo incluidas neste artigo, sendo indicadas para trabalhos futuros. Destacamos
que as doze tarefas gerenciadas no GT1 ndo esgotam a gestao de tarefas deste PCOC que possam
ser trabalhadas com os estudantes no ambiente papel lapis em diferentes instituigdes. Além
disso, podem-se criar outros geradores de tarefas com este PCOC em maos, visando a sua
modelagem pelos estudantes utilizando o ambiente computacional Maple ou outros ambientes,
a citar, por exemplo, o software GeoGebra, e a gestao do cddigo correspondente para a
impressora 3D neste software.

Para que a tecnologia da impressora 3D seja, de fato, Util na Educagdo, ¢ fundamental
sublinharmos que a sua utilizagdo ndo ¢ tdo complexa como se possa imaginar, pois ela atua
por analogia com a pratica usual de impressdao 2D em papel oficio, onde o usudrio deve,
inicialmente, ter um documento previamente elaborado por alguém ou pelo proprio usuario.
Logo, a modelagem paramétrica e a gestdo de codigos para a impressdo 3D sdo praticas
necessarias na Educagdo Matematica, pois, além de favorecerem o acesso de objetos a “mao
livre”, podem contribuir para o desenvolvimento de competéncias matematicas inerentes por
estudantes, tais como: analisar cada instrucdo implementada no ambiente computacional e

extrair as representagdes algébricas correspondentes; analisar o modelo impresso e identificar
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conceitos ou objetos matematicos inerentes; analisar as intersec¢des (tracos), as curvas de niveis
e identificar as representagdes algébricas correspondentes, como proposto no dispositivo
experimental apresentado na Tabela 3.

Dessa forma, esperamos que a ideia de figura geométrica no livro ¢ o PCOC a “mao
livre” seja uma pratica util na reflexdo e desenvolvimento de competéncias de estudantes

relativamente a aprendizagem matematica.

Antes de apresentarmos as consideracdes finais deste artigo, achamos por bem da
Educacdo Matematica e da difusdo de conhecimentos, trazermos uma breve discussao

pedagogica da nossa experiéncia com os PCOC no GPEMAC.

Experiéncias anteriores com a producio e utilizacio de PCOC

Os PCOC nasceram no GPEMAC a partir dos projetos de ensino, pesquisa € extensao
desenvolvidos no grupo com suporte fisico e tecnologico do Laboratério de Visualizagdo Matematica

(L@VIM) da UESC (vide L@VIM no endereco do grupo). Além de agregar as atividades de

iniciagdo cientifica e de conclusdo de cursos, os PCOC veem sendo investigados e integrados em
pesquisas de pos-graduacio, a citar as dissertagdes de mestrado: “Prototipagem Rapida de PCOC na
Impressora 3D para o Ensino e Aprendizagem de Integrais Duplas e Triplas” de Marques (2016);
“Aplica¢do de Modelos de PCOC na Aprendizagem da Geometria Espacial no Ensino Médio” de
Ramos (2018); “O Estudo de Superficies Regradas Mediado por Modelos De PCOC no Ensino
Superior” de Sousa (2021). Os dispositivos experimentais que constituem as sequéncias didaticas de
cada pesquisa utilizados como instrumentos investigativos com estudantes revelam o potencial
pedagogico de cada PCOC e o pacto formativo que sdo notaveis nas praticas efetivas dos estudantes
que utilizam os PCOC. Além disso, os PCOC compdem o acervo do L@VIM. Este tem recebido
diversas visitas de estudantes e de Professores de diversas escolas da Educagdo Basica da regido de
influéncia da UESC, assim como dos Professores e estudantes da propria Universidade, levando
novas experiéncias no ensino e aprendizagem em aulas. Portanto, esperamos que essas agoes, entre
outras que poderiamos detalhar aqui, como as exposi¢des em eventos locais e nacionais € os resultados
produzidos nas nossas pesquisas, sejam uteis e praticadas nas outras instituigdes e grupos de
pesquisas, contribuindo para o fortalecimento do debate sobre a integrac@o de tecnologias digitais no

ensino e na aprendizagem da matematica em todos os niveis.

Consideracoes finais

? Grupo de Pesquisa em Ensino e Aprendizagem da Matematica em Ambiente Computacional. www.gpemac.com.br
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O trabalho apresentado aqui ¢ uma pratica frequente nas pesquisas que Vvimos
desenvolvendo, e que tém alimentado o acervo do Laboratério de Visualizagdo Matematica
(L@VIM) da UESC. Com efeito, permite responder o questionamento que nos colocamos no
inicio: Como auxiliar o Professor no ensino e o estudante na aprendizagem de saberes de GEOPAES,
favorecendo a visualizacdo e a interpretagdo de figuras geométricas apresentadas em livros didaticos
na instituicdo de ensino onde esse livro ¢ utilizado? Pois, os PCOC enquanto materiais didaticos
acessiveis a mao livre podem, de fato, auxiliar o trabalho do Professor no ensino e dos estudantes na
aprendizagem da matematica, principalmente nos cursos de GEOPAES em todas as institui¢des de
ensino, e de Calculo Diferencial e Integral no Ensino Superior.

Afirmamos, portanto, que um PCOC impresso em 3D pode contribuir na identificagdo
ou reconhecimento dos elementos ou objetos geométricos notaveis no proprio modelo, na
manipulagdo e no seu posicionamento em relagdo ao sistema de coordenadas cartesianas
ortogonal, na identificagdo da melhor orientacdo dos eixos coordenados, na aplicagdo do
procedimento “tomografico” examinando, por conseguinte, as intersec¢des de crivos de
superficies que o delimitam com os planos paralelos aos planos coordenados, favorecendo
assim a andlise de tragos e de curvas de niveis, entre outros procedimentos ou estratégias que
podem ser utilizados pelo Professor e pelos estudantes.

Por exemplo, a ideia intuitiva de curvas tratadas usualmente no espago bidimensional ¢
uma no¢ao que normalmente os estudantes visualizam e aprendem com mais facilidade; porém,
tratar uma curva como sendo o resultado da interseccao de duas superficies, como ocorre com
um hiperboldide de uma folha eliptico € um plano, conduz o estudante a relacionar a ideia
intuitiva que ele ja possui com as novas informagdes que essa interseccdo impde em trés
dimensdes, enquanto saber ensinado (nivel 3) da transposi¢do didatica. Nesse momento, o
conhecimento ou saber aprendido (nivel 4), pode ser concretizado com a manipulagdo do
hiperboloide de uma folha eliptico como PCOC impresso em 3D. Apenas ler ou falar que “ao
examinar as interseccoes de um hiperboldide de uma folha eliptico com planos paralelos aos
planos coordenados podemos ver que um hiperboldide de uma folha ¢ a reunido de hipérboles
e retas, ou reunido de elipses ou ainda reunido de circunferéncias” ndo tem a mesma
acessibilidade para o estudante no nivel 4 da transposic¢ao didatica do que se o Professor realizar
a mesma analise nesse processo utilizando o PCOC impresso em 3D manipuldvel a mao livre.

Essas agdes comprovam, portanto, que ter um modelo PCOC em maos estabelece uma
diferenca significativa no processo de aquisi¢dao de conhecimento baseado na consideragio ou
observagao do desenho da figura geométrica correspondente, apresentado no livro didatico que,

em muitos casos, aparece como algo dado, sem que sejam explicadas as técnicas utilizadas para
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obté-lo, quando o autor do livro escreve: “a figura ao lado mostra”.

Assim, o nosso leitor interessado nas solu¢des apontadas neste artigo pode ajudar na
difusdo das possibilidades de producdo e aquisi¢ao de conhecimentos visados nas diferentes
institui¢des de ensino. Pois apesar da utilizagdo de impressoras 3D na Educagado ser ainda uma
novidade, produzir os materiais didaticos e gestdo de cddigos para a impressdo em 3D e poder
analisar aquele desenho da figura geométrica correspondente apresentado no livro didatico ou
produzido pelo professor no quadro ¢ uma ajuda sustentdvel no desenvolvimento de
competéncias, na aquisicao e consolida¢ao de conhecimentos matematicos.

Vale ainda mencionarmos que no processo de produ¢do ou modelagem de um PCOC ¢
possivel vermos as interrelagdes entre os saberes matematicos inerentes nos diferentes registros
de representacdo, a citar os saberes do hiperboldide hiperbdlico expressos na sua equacao geral
no registro algébrico, na sua descrigdo como objeto matematico na lingua materna, a
representacao de seus crivos no registro grafico, a identificagdo e representagdo se seus tragos
que sdo elipses e as curvas de niveis correspondentes, no registro algébrico, grafico e na lingua
materna, bem como a transposi¢ao desses saberes em ambiente computacional.

Com efeito, a Algebra e a Geometria enquanto dominios de saberes basicos em
Matematica estdo sempre presentes. Essa meng¢do faz-nos lembrar da fala ou questionamento
de uma estudante do Ensino Médio em visitas organizadas pelo GPEMAC no L@VIM. Apoés
ter realizado as atividades propostas durante uma dessas visitas utilizando os PCOC do acervo
do L@VIM, afirmou, surpresa com as suas proprias palavras: “Ah! Entdo podemos misturar a
Geometria Espacial com a Geometria Analitica?”, o que revela que muitas a¢des precisam ser

feitas para mudarmos a realidade escolar.
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